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Introduccion

En las ultimas tres décadas, la historia de la matematica como un recurso ha ido tomando
fuerza en el &mbito de la Matematica Educativa, por su impacto tanto en la formacion
continua del profesor como en el aprendizaje del estudiante (Guacaneme, 2016; Jankvist,
2009). Reflejando la pertinencia y necesidad de realizar este tipo de estudios, para
generar reflexion en el docente de matematicas; y de conocer aspectos historicos que

pueden ser llevados al aula de clase.

Particularmente, este trabajo se encuentra en el plano epistemoldgico y tiene como
objetivo realizar un acercamiento epistemologico al célculo fraccionario a través del
analisis de una obra especifica, esto para conocer las formas de su desarrollo y reflexionar
en torno a su surgimiento, evolucion y validacion. Para ello, se presenta un analisis
historico sobre el calculo fraccionario, que es conocido a partir de una generalizacion de
algunas propiedades del célculo convencional, es decir, en este calculo se realizan
derivadas e integrales de 6rdenes racionales, irracionales, reales y complejos, por ejemplo
la derivada de orden un medio de una funcion cobra sentido (Sauchelli & Laboret, 2007).
Adicionalmente, el calculo fraccionario permite modelar distintos fendmenos
relacionados con fisica mecanica, electromagnetismo, radiacion, evolucion de
poblaciones, teoria de control, biologia, entre otras, generando aproximaciones mas
cercanas con la realidad en comparacién con modelos como el exponencial y logaritmico

(Vazquez y Velazco, 2011).

El andlisis histdrico, tomé como referente principal la memoria de Liouville
(1832a), la cual se caracteriza porque en ella se presentan las primeras definiciones de los
conceptos asociados al calculo fraccionario, y se dan a conocer las primeras aplicaciones
de los mismos. Lo anterior, nos permite, dejar abierta la posibilidad de que en futuras
investigaciones, se disefien propuestas de ensefianza que involucren los aspectos

epistemoldgicos descritos en esta investigacion.
La tesis se estructura en cuatro capitulos, que se describen a continuacién:

En el primer capitulo se reportan los antecedentes de la investigacion, los cuales
son el resultado de una amplia revisién y analisis de literatura sobre el tema a investigar.

Este capitulo se divide en tres apartados: investigaciones en historia y epistemologia y su



relacién con Matematica Educativa, investigaciones sobre la importancia de estudiar el
calculo fraccionario, e investigaciones sobre el desarrollo histérico del calculo
fraccionario. Finalmente, se muestran la pregunta, el problema general y los objetivos

especificos de investigacion.

En el segundo capitulo se reporta la metodologia que guio este trabajo. En primer
lugar se define la investigacion historica, y se precisa como esta se auxilia del método de
investigacion historico-logico. Se describe en qué consiste este método y como se utilizé
en la investigacion. Ademas, se da respuesta a algunas de las categorias de analisis

derivadas del método implementado.

En el tercer capitulo se presenta el analisis cualitativo de la obra de Liouville
(1832a) considerando tres categorias de analisis: definiciones, teoremas y tipos de
problemas; las cuales son construidas por el tipo de obra que se analizd. En el anéalisis se
identificaron y se interpretaron una definicion de derivada fraccionaria y dos ejemplos de
la misma; un teorema y seis corolarios asociados a éste; y nueve problemas relacionados
con geometria, electromagnetismo y fisica mecénica, de los cuales en este trabajo se

interpretaron siete.

Finalmente, en el cuarto capitulo se presentan las conclusiones considerando cinco
aspectos: i) el alcance del objetivo de investigacion, reflexionando sobre los aspectos
tedricos y practicos introducidos por Liouville (1832a) sobre el desarrollo histérico del
calculo fraccionario; ii) reflexiones epistemoldgicas en torno al surgimiento y desarrollo
de la familia de conceptos asociados al calculo fraccionario; iii) se reflexiona acerca de
que en futuras investigaciones se pueda favorecer a la comunidad de Matematica
Educativa y en especifico a profesores; iv) discusion de los resultados de este trabajo con

respecto a otras investigaciones y v) se presentan las implicaciones de este trabajo.



CAPITULO 1

Disefo de la investigacion

Introduccién

En este capitulo, en primer lugar se introduce al lector en los aspectos que motivaron esta
investigacion, reflexionando sobre el campo de impacto y dando a conocer algunos de los
trabajos que se han realizado bajo el enfoque de la historia y epistemologia de las
matematicas. Se parte de la premisa de que la historia de la matematica debe ser parte del
conocimiento de la comunidad de Matematica Educativa; dado que, este conocimiento,
permite saber méas acerca los conceptos y de sus relaciones con otros conceptos.
Asimismo se atiende una problematica comun en este tipo de investigaciones, y es que en
la ensefianza actual, los objetos matematicos son presentados de forma acabada y
terminada, alejados de un contexto y sin una razén de ser. En segundo lugar, se da una
mirada global sobre el calculo fraccionario, enfatizando en su potencial para modelar
diversos fendmenos en diferentes disciplinas. Por ultimo, se presenta una revision de
literatura sobre los trabajos realizados en historia del célculo fraccionario. Lo anterior
permitio delimitar el problema, la pregunta y los objetivos de investigacion, ademas de
situar el tema en el contexto de la literatura pasada y presente y sobre todo de la necesidad

de realizar tal investigacion.



1.1 La historia y la epistemologia de la matematica en la
Matematica Educativa

En esta seccion se presentaran los aspectos que motivaron esta investigacion desde dos
perspectivas. En la primera se exponen algunas posturas sobre el porqué y el para qué un
la comunidad de Matematica Educativa debe conocer acerca de la historia y
epistemologia de la matematica y se particulariza en la historia de la mateméatica como
parte del conocimiento del profesor; y en el segundo se dan a conocer algunos estudios
historicos y epistemologicos que permiten reflexionar sobre la génesis, evolucion y

validacion de algunos conceptos matematicos.

1.1.1 Perspectivas acerca de las contribuciones de la historia y epistemologia
de la matematica en la Matemaética Educativa

Diversos investigadores en historia de la matematica y Matematica Educativa, han puesto
en manifiesto los distintos campos de impacto de la historia en la ensefianza de las
matematicas (Sierra, 2000). Entre estos campos se destaca la incidencia sobre el profesor
como un primer paso para impactar en el aprendizaje de las matematicas. A continuacion,
presentaremos una serie de argumentos del porqué y para qué es importante y necesario
que el profesor conozca de la historia de la matematica. Esto como un aspecto particular

para justificar el aporte de la historia y epistemologia en la Matematica Educativa.

Sierra (2000) analiza tres perspectivas de impacto de la historia de la matematica
sobre la Matematica Educativa, las cuales son: evolucion de conceptos y procedimientos,
contexto socio cultural, y laboratorio para el desarrollo curricular; concluyendo que la
exploracién de la historia por parte del profesor le ayuda a ensefiar temas del curriculo.
Sierra menciona que esto permite al docente dotar a sus practicas de ensefianza de un
caréacter revulsivo contra el formalismo y el aislamiento del conocimiento matematico de
las actividades humanas; dando a conocer a las matematicas como una ciencia
incardinada en diversas actividades culturales. También, le permite descubrir qué
obstaculos, dificultades, errores y falsas creencias han tenido los matematicos; los cuales

pueden verse nuevamente reflejadas en los procesos de aprendizaje de sus estudiantes.

Arcavi (1991) expone dos beneficios de usar la historia en la Matematica
Educativa, entre estos él destaca que si el profesor de matematicas conoce acerca de



historia, esto le permite tener una mejor sensibilidad para comprender las dificultades que
tienen sus estudiantes cuando aprenden, lo que le puede dar indicios sobre cdmo
ayudarlos a superar dichas dificultades. Por ejemplo, cémo han evolucionado los
estandares de rigor, lo que hoy puede considerarse un argumento matematico no riguroso
fue ampliamente aceptado hace un tiempo. De esta manera es posible entender muchos
de los argumentos dados por los estudiantes, que pueden ser validos para ellos o para sus

compafieros, aunque no lo sean en los estandares matematicos actuales.

Arcavi e Isoda (2007) mencionan que la historia y particularmente el analisis de
fuentes primarias, podria ser Util al profesor para aprender a escuchar a sus estudiantes de
forma productiva, dado que les obliga a pensar como piensan los demas. Es decir,
comprender lo que esta detras del pensamiento y acciones de los estudiantes sobre
determinado conocimiento matematico, podria deducirse de la interpretacion de estas

fuentes.

Del Rio (1997) expresa que el conocimiento de la historia de la matematica
proporciona una compresion mas profunda de los conceptos y de los métodos
matematicos al desvelar sus origenes. Permitiendo ver a la mateméatica como una ciencia
viva, que surge de problemas de la humanidad, ademas de proporcionar algunos

principios de cdmo debe de ensefiarse y de aprenderse.

Otras de las razones para investigar en historia de la matematica son las expuestas
por la investigadora italiana Furinghetti (2007), quién alude que para aprender
completamente matematicas, se debe comprender por qué los objetos son como son y de
doénde vienen. Especificamente menciona que el docente que conoce los aspectos
historicos de las matematicas podra promover aspectos culturales y multidisciplinarios y
vera la matematica como una actividad intelectual y no como un corpus de conocimiento

0 un conjunto de técnicas. Lo que contribuye a que se humanicen las matematicas.

También, Jankvist (2009) menciona que la historia de la matematica, puede
emplearse como herramienta didactica influyendo de diferentes formas en el aprendizaje.
Como por ejemplo: se contribuye con la motivacién, ayudando a mantener el interés de
los estudiantes y la emocion en el tema; interviene de forma cognitiva en el aprendizaje,
ya que a los estudiantes se le presentan los contenidos de forma diferente, proporcionando
un punto de vista alternativo; se ven las matematicas mas humanas y menos aterradoras;

y por ultimo se favorecen las etapas de aprendizaje ya que para aprender y dominar las



matematicas la mente debe pasar por etapas similares a las que han pasado los objetos

matematicos en su evolucion.

Por ultimo, destacamos las investigaciones de Arboleda (1984), Arboleda y
Castrillon (2012), y Torres, Guacaneme y Arboleda (2014) quienes sefialan que al
introducir la historia de la matematica como parte del conocimiento del profesor, se logra
desdogmatizar la ensefianza, potenciando aspectos alternos a los usuales respecto a las
matematicas y a los objetos matematicos, contribuyendo a la comprension de las
particularidades de la actividad matematica en el aula, y en el desarrollo de competencias

profesionales como la parte humanista o el mismo discurso matematico.

Como se puede evidenciar en las razones antes mencionadas, hay diversos
motivos del para que y por qué hacer investigaciones de corte historico epistemologico
enfocadas hacia el profesor de matematicas. Asi, estos argumentos seran nuestro punto
de partida para realizar esta investigacion, que ademas nos permite precisar la pertinencia

de realizar un estudio bajo este enfoque.

Por otro lado, el aporte de la historia y epistemologia de la matematica a la
comunidad de Matematica Educativa puede verse reflejado en el conocimiento del
profesor, aspecto que no validara en este trabajo. Sin embargo, se considerd pertinente
profundizar un poco mas al respecto, esto con fines de reflexionar un poco mas acerca del

impacto de éste tipo de investigaciones.

Para hablar acerca del &mbito de accion de la historia de las matematicas en el

conocimiento del profesor, es importante traer a colacién el siguiente argumento

“Los efectos que la HM produce sobre las concepciones de los profesores de
Matemadticas; el aporte que la HM hace a los conocimientos, destrezas o
competencias de los profesores; los modos en que una fundamentacion en
HM afecta la accion educativa del profesor de Matemadticas; o, el tipo de
reflexiones que se generan en/desde/para la prdctica docente a partir de la
consideracion del discurso de la HM” (Guacaneme, 2016, p.23).

Esto nos lleva a pensar que el impacto de la historia de la matematica sobre la labor del
profesor es bastante significativa, ya que se logra integrar distintos elementos en las
practicas profesionales del profesor. Para aclarar un poco méas acerca de esta cuestion
consideramos pertinente revisar algunos modelos que tratan de describir las componentes

del conocimiento de profesores, partiendo del modelo de Shulman (1987).



Shulman (2001) menciona siete categorias bases de los conocimientos de un
profesor: conocimiento de la materia impartida; conocimiento pedagdgico general,
conocimiento del curriculo, conocimiento de los educandos y de sus caracteristicas;
conocimiento de los contextos educacionales; y por tltimo conocimiento de los objetivos,

las finalidades y los valores educacionales, y de sus fundamentos filosoficos e histéricos.

En este sentido, consideramos que la historia aporta al conocimiento del profesor
principalmente en el conocimiento de la materia impartida, dado que le permite saber
como se desarrollan los conceptos, las épocas de estancamiento, los periodos y culturas
donde se desarrollo, las dificultades por las que pasaron los matematicos de la época, los
errores cometidos por matematicos, entre otros aspectos. El profesor tendré asi una vision
méas amplia de la materia que va a ensefiar, fortaleciendo su formacion profesional.
También, consideramos que puede aportar al conocimiento del curriculo, debido a que el
profesor reconoce la forma secuencial en la cual se fueron desarrollando los conceptos.
Finalmente, creemos también que la historia de la matematica puede aportar al
conocimiento pedagogico de la materia ya que el estudio historico le permite una mejor

compresion de las matematicas.

Esta postura puede verse aun mas ampliada, respaldada y mucho mejor
estructurada en el trabajo de Guacaneme (2016) quien distingue el impacto de la historia
de la matematica no solo desde la perspectiva de Shulman (1987) sino desde el modelo

de Grossman (1990) y de lo cual él concluye

“desde nuestra interpretacion de los planteamientos estudiados de
Shulman y Grossman, consideramos que sus propuestas de componentes
del conocimiento del profesor incorporan necesariamente el conocimiento

histdrico de la disciplina como parte fundamental del conocimiento

disciplinar, pero no de los demds componentes. Sin embargo, queremos
resefiar que una mirada a sus planteamientos nos permite advertir que el
conocimiento pedagdgico general y el conocimiento del contexto son
componentes mucho mds trasversales a la formacion de cualquier profesor
que el conocimiento disciplinar y el pedagdgico del contenido; en efecto,
estos ultimos tienen un alto grado de especificidad relativo a la disciplina
particular. Asi, consideramos conveniente reconocer el conocimiento
matemdtico y el conocimiento pedagdgico de las Matemadticas (o
conocimiento diddctico de las Matemdticas) como componentes especificos
del conocimiento del profesor de Matemdticas, en tanto el conocimiento
pedagdgico general y el conocimiento del contexto como componentes no
especificos; ello, de manera alguna pretende subvalorar estos dos ultimos
componentes asi como tampoco desconocer la posibilidad de que estos



tengan un cierto nivel de particularidad relativo a la disciplina”
(Guacaneme, 2016, p.27).

En sintesis, podemos ver que la historia de la matemética aporta de manera significativa
al conocimiento del profesor como se puede apreciar en los argumentos anteriores. Lo

cual, da una perspectiva del por qué realizar investigaciones bajo este enfoque.

1.1.2 Investigaciones en historia y epistemologia, aportes a la comunidad
de Matematica Educativa

En esta seccion reportamos algunos trabajos en historia y epistemologia de la matematica
en los cuales, se dan a conocer la génesis y desarrollo de algunos conceptos matematicos
y se reflexiona sobre su aporte en la comunidad de Matematica Educativa. Estos estudios
se reportan con el objetivo de profundizar sobre la pertinencia de éste tipo de

investigaciones.

En Guacaneme (2016) se trata de determinar el potencial formativo de la historia
de la teoria euclidiana de la razon y la proporcion, contenida en el Libro V de los
Elementos, en la constitucion del conocimiento del profesor de Matematicas. Para llevar
a cabo lo anterior, en primer lugar Guacaneme realiza un estado de arte sobre la reflexién
e investigacion en torno a la relacion “Historia de las Matematicas — Educacion
Matematica”, con el proposito de reconocer qué posturas han tomado diversos
investigadores respecto al tema, y a partir de esas posturas construir un marco conceptual
que sustente la investigacion y que ademas le permitan disefiar unas categorias para

analizar el Libro V de los Elementos.

Del trabajo realizado por Guacaneme (2016) destaca, como una de sus
conclusiones, que los estudios realizados bajo el enfoque con el que se realiza nuestra
investigacion “pueden aportar a cualificar y mejorar los modelos del conocimiento del
profesor que se han propuesto desde la investigacion y que no incorporan sustancialmente
el componente historico” (p.378). Asimismo, se hace hincapié que desde esta
investigacion podemos reconocer algunas estrategias metodoldgicas para llevar estudios
de este tipo, asi como un respaldo tedrico desde la Matematica Educativa para realizar

este tipo de trabajos.

Bajo este mismo enfoque de investigacion, pero centrandose particularmente en

el conocimiento didactico de profesores de matemaéticas, Mora, Guacaneme y Jiménez



(2016) realizan un estudio con el objetivo de profundizar sobre el conocimiento histérico
en la constitucion de una vision sobre la naturaleza de la Aritmética y el Algebra en
maestros de matematicas en formacion, mediante la descripcion de dicha historia y el
analisis de como ésta se incorpora a la formacion del conocimiento didactico del
contenido matematico. Ademas, presentan tres tareas que reflejan el analisis expuesto.
Este estudio nos brinda una nueva perspectiva, mostrandonos que este tipo de
investigaciones no solo realizan aportaciones en cuanto al analisis epistemoldgico, sino

que pueden contribuir al disefio de tareas a partir de dicho analisis.

Otro estudio el cual nos parece pertinente enunciar en esta revision de literatura.
Es el realizado por Jankvist, Mosvold, Fauskanger, Jakobsen (2015) quienes en su trabajo
analizan tres casos clasicos del uso de la historia de la matematica en la formacion de
maestros, reinterpretandolos bajo el marco del conocimiento matematico para la
ensefianza (MKT). Ademas, en este trabajo los autores mencionan que el marco MKT
proporciona un poderoso lenguaje para comunicar los resultados de la investigacién sobre

los usos de la historia de la matematica en la ensefanza.

De esta investigacion, destacamos las distintas perspectivas de analisis como el
modelo de Shumal (1987), Grosman (1990) o el MKT desde los cuales se pueden observar
el aporte de la historia a la formacion continua o inicial de profesores de matematicas.
Asimismo, este trabajo nos muestra que la contribucién de la historia de la matematica al
conocimiento del profesor no es algo nuevo, y lleva ya un recorrido que se va

fundamentando dia a dia.

Kjeldsen y Litzen (2015) presentan la historia del concepto de funcion,
profundizando en problemas de fisica, los cuales han incidido en cambios esenciales en
su definicion y aplicacién. Con el objetivo de brindarles a los maestros una herramienta,
en la gue se ensefien las matematicas tal como ocurre en las ciencias. Argumentando que
el desarrollo en la comprensién del estudiante, se realiza incorporando conceptos
matematicos y teorias, dentro de un marco explicito-reflexivo, en un rico contexto

historico, enfatizando en su interaccidn con otras disciplinas como la fisica.

Debnath (2015) realiza un estudio historico sobre los numeros e, i y 7,
considerando sus aplicaciones en algebra, geometria, fisica, quimica, ecologia, negocios
e industria; prestando especial atencion a los fendmenos de crecimiento y decaimiento en

muchos problemas del mundo real. Adicionalmente, en este trabajo se presentan ejemplos



de aplicaciones especificas y modernas de logaritmos, nimeros complejos y funciones
exponenciales complejas, a circuitos eléctricos y sistemas mecénicos. El principal
objetivo de este trabajo es proporcionar informacion bésica, a través del enfoque histérico
de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, sobre los conocimientos
fundamentales y las habilidades necesarias para los estudiantes y profesores de todos los
niveles, para que puedan entender los conceptos de matematicas y la educacion

matematica en la ciencia y la tecnologia.

En consecuencia los trabajos de Guacaneme (2016), Mora, Guacaneme y Jiménez
(2016), Jankvist et al. (2015), Kjeldsen y Lutzen (2015) y Debnat (2015) muestran la
pluralidad de trabajos de corte historico con el objetivo de contribuir al comunidad de
Matematica Educativa, particularmente en los profesores y a la mejora de sus practicas
de ensefianza, dotandoles de una herramienta importante en su formacion y es el
conocimiento de la historia de un determinado objeto matematico. Lo cual, como se ha
mencionado con anterioridad contribuye a la mejora sus practicas de ensefianza
influyendo directamente en el aprendizaje de sus estudiantes. Por otra parte, estas
investigaciones muestran que desde el campo de la Matematica Educativa hay

preocupacion por realizar trabajos de corte histdrico y epistemoldgico.

1.2 Importancia del calculo fraccionario en distintas areas de
conocimiento

El tema sobre el cual pretendemos realizar esta investigacion es el céalculo
fraccionario conocido como una extensiéon del calculo convencional. Es decir, en el
calculo convencional usualmente se realizan integrales y derivadas de orden entero, pero
en este nuevo campo se consideran derivadas e integrales de orden fraccionario, irracional
y hasta complejo. Uno de los aspectos interesantes de esta extension es que permite una
modelacién més cercana de aspectos inmersos en la fisica, la economia, crecimiento de
poblaciones y problemas de radiacion. Estos aspectos pueden verse en parte validadas en

la siguiente revision de literatura.

Sauchelli y Laboret (2007) realizan una investigacion sobre el calculo fraccional
aplicado al control automatico, que consiste en la realizacion digital de un controlador
PID con derivador de orden fraccional por el método de Al-Alaoui, que ha demostrado

ser una de las mejores aproximaciones al aplicarlo a una planta no lineal con parametros
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variables y manipulador robotico con carga variable en su extremo. Para ello, realizan un
estudio de los distintos conceptos comprendidos por el calculo fraccionario y su relacién
con las aplicaciones al control automatico, ya sean analégicas o digitales, especialmente
de Laplace al dominio discreto, resultando una funcién de transferencia discreta de
dimensién infinita que mediante técnicas de expansion continuada en fracciones y
posterior truncado, resulta en buenas aproximaciones de forma IIR y de drdenes
razonables para operar en tiempo real. Del trabajo Sauchelli y Laboret (2007) destacamos
que nos brinda la posibilidad de no sélo considerar el calculo fraccionario como
instrumento de modelacion, sino como una herramienta que hace posible la innovacion

tecnoldgica.

Véasquez y Velazco (2011) presentan un trabajo en el cual exponen una
panoramica de los fundamentos del calculo fraccionario y sus aplicaciones para generar
nuevos escenarios de modelizacion matematica, resaltando el papel de las nuevas familias
de ecuaciones y funciones, las cuales ofrecen un contexto natural para la modelizacion de
fendmenos asociados a efectos no locales en el espacio y de memoria en el tiempo. En
consecuencia, este trabajo permite observar el calculo fraccionario desde una mirada
actual, en relacion con las ultimas posturas tedricas empleadas. Ademas, en este trabajo
se hace evidente la utilidad de este objeto para modelar en una forma mas concreta
fendmenos asociados a distintos campos como la fisica, la economia, problemas de

poblaciones, entre otros.

En esta misma direccién, Lombardero (2014) expone una investigacion con el
objetivo de estudiar la segunda ley de Newton desde una perspectiva mas amplia, en
comparacion con lo usualmente empleado, utilizando conceptos del calculo fraccionario.
Para llevar a cabo este estudio, se plantea que el calculo fraccionario permite extender los
conceptos de derivada o integral a 6rdenes no enteros, lo cual a su vez permite analizar la
segunda ley de Newton sustituyendo la derivada de segundo orden por una derivada de
orden a, tal que a pertenece al intervalo (1.5, 2). Ademas, esta idea puede ser ampliada a
otros conceptos fisicos como el péndulo, proyectil o resortes. En este sentido, el estudio
realizado por Lombardero se vincula con nuestra investigacion mostrando la utilidad del
calculo fraccionario como un instrumento de modelacién, que permiten en gran medida
obtener mejores aproximaciones que con otros objetos matematicos usualmente

trabajados.
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Por ultimo Tejado, Vinagre, Torres, Lopez, Villalobos, Testi y Podluny (2015),
presentan una estudio con el objetivo de analizar el comportamiento analitico y grafico
de la velocidad de las pulsaciones de calor, emitidas por dos sensores que detectan un
cambio de temperatura en un sistema, utilizando conceptos de célculo fraccionario, para
asi, obtener una mejor modelizacion de los datos registrados. Por lo tanto, este estudio se
caracteriza por desprenderse de las ecuaciones diferenciales usuales y abordar un nuevo
campo de las matematicas para modelar un fenémeno termodindmico, de tal forma que

los modelos obtenidos se ajustan en gran medida al fendmeno fisico estudiado.

Por lo tanto, las investigaciones de Sauchelli y Laboret (2007), Vasquez y Velazco
(2011), Lombardero (2014) y Tejado et al. (2015) nos muestra la pertinencia de investigar
en el calculo fraccionario, debido a la posibilidad de aplicacion de este objeto a otros
campos del conocimiento, al modelar un fendmeno o en la construccion de un instrumento
tecnoldgico. Ademas, estas investigaciones permiten conocer un poco mas acerca de los
constructos tedricos en los cuales se encuentra fundamentado actualmente el célculo

fraccionario.

Otro de los aspectos que motivan la eleccion del calculo fraccionario como tema
de investigacion; es que desde la Matematica Educativa se reporta pocos trabajos en torno
a la ensefianza y aprendizaje de conceptos asociados a este campo de las matematicas, tal
situacion puede ser aseverada basada en una revision de la literatura en bases de datos
tales como: ISI Web of Knowledge, Latindex, Ebsco, entre otras. Aunque, se han
encontrado algunas ponencias en congresos de Matematica Educativa, en las cuales se
aboga por investigaciones que incursionen en la ensefianza-aprendizaje de conceptos
asociados al calculo fraccionario (Torres y Brambila, 2016); en lo fundamental, debido a

sus alcances tedricos-practicos.

Finalizando, con que el célculo fraccionario es un campo de investigacion que se
encuentra creciendo desde la Matematica, por las virtudes antes mencionadas, y realizar
un estudio de corte histérico contribuye a conocer acerca de su epistemologia, linea de
interés de la Matematica Educativa. Ademas, de que este tipo de investigaciones
contribuyen a la Matematica Educativa por las razones dadas en la seccién anterior, ya
que el célculo fraccionario es un tema escolar y hace parte de lineas de investigacion de
posgrados mexicanos, como por ejemplo la maestria de Matematicas Aplicadas de la
Universidad Autonoma de Guerrero.
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1.3 Investigaciones de corte historico epistemoldgico del célculo
fraccionario

Se realiz6 una busqueda de investigaciones que aborden el desarrollo histdrico del calculo
fraccionario, fuentes segundarias (son fuentes que muestran el desarrollo historico de un
concepto pero no tienen relacion con directa el mismo), con el objetivo de identificar qué
trabajos se habian realizado en este campo, las cuales se registra. Ademas, esta basqueda
permiti¢ identificar los aspectos mas relevantes en el desarrollo historico de los conceptos
asociados a este calculo, los matematicos mas influyentes, los periodos de tiempo mas
representativos y bibliografia de las fuentes primarias (documentos que retratan el

desarrollo histérico de un concepto y tienen relacién directa con el suceso estudiado).

Oldham y Spanier (1974) presentan el primer libro dedicado solamente al calculo
fraccionario, con el objetivo de estudiar los aspectos tedricos y practicos de los métodos
de modelacion matemaética de sistemas no lineales de calculo. Para esto, en primer lugar
realizan una revision histérica de conceptos asociados al célculo fraccionario,
enfocandose en las contribuciones de L'Hépital (1661-1704), Leibniz (1646-1716), Abel
(1802-1829), Riemann (1826-1866), Liouville (1809-1882), entre otros matematicos del
siglo XIX; pasando a la axiomatizacion del calculo convencional, y del célculo
fraccionario, estableciendo relaciones y diferencias entre estos; continuando con las
propiedades generales del calculo no convencional y algunas representaciones de
funciones no trascendentes; y finalizando con algunas aplicaciones de este nuevo campo
mediante la modelacién matemaética, en fenémenos informaticos y de agrupamiento de
circuitos eléctricos. En consecuencia, este libro es considerado el primer libro en realizar
un estudio historico de los primeros constructos del calculo fraccionario (aunque no hace
un estudio a profundidad), asimismo, como uno de los primeros estudios que presentan

este objeto matematico como un instrumento de modelacion.

Ross (1997) da a conocer el desarrollo del calculo fraccionario entre 1695 y 1900
enfatizando en las contribuciones de L'Hépital, Leibnitz, Lacroix (1765-1843), Abel,
Liouville y Riemann. Entre los aportes de cada uno de estos matematicos se destacan: que
L'Hopital y Leibniz fueron los primeros en plantearse la posibilidad de que el orden de
una derivada fuese un numero racional; Lacroix fue el primero que presentd una
definicion formal acerca del calculo fraccionario; Abel fue el primer matematico que dio

a conocer una aplicacion de éste objeto matematico, mediante la solucion de la ecuacién
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integral que surge en la formulacion del problema tautochronous (isdcrono); y finalmente
Liouville y Reimann quienes son considerados como los matematicos que mayores
aportes han realizado sobre este objeto, dado que brindaron nuevas definiciones sobre el
calculo fraccionario dotandolo de nuevos fundamentos teoricos. Por otro lado el autor,
destaca que uno de los aspectos que dieron origen a este concepto fue la curiosidad

academica de la ampliacion de las matematicas.

Sanchez (2011) presenta un articulo con el objetivo de describir la evolucion
historica del calculo fraccionario a través de tres etapas, partiendo desde su nacimiento
meramente teorico e intuitivo a finales del siglo XVII, pasando por los formalistas del
siglo X1X donde se produjo una carrera vertiginosa por establecer y definir una teoria
consistente de forma definitiva, hasta la aplicacion de este objeto en diferentes disciplinas
cientificas en el siglo XX. Asi, el articulo de Sanchez brinda una mirada global de los
sucesos que incidieron en el desarrollo del célculo fraccionario, lo cual nos permite
identificar en cada una las etapas mencionadas como el concepto en cuestion fue
evolucionando en su formalismo; las problematicas asociadas a su formalizacion; qué
matematicos fueron los primeros que investigaron en este campo; y cuales fueron las

primeras publicaciones acerca de esta temética.

De igual manera Guia-Calderon, Rosales-Garcia, Guzman-Cabrera, Gonzalez-
Parada, y Alvarez-Jaime (2015) presentan un estudio con el prop6sito de dar a conocer
los origenes y el desarrollo del célculo fraccionario, con la finalidad de motivar a los
futuros investigadores mexicanos a incursionar en esta area tan interesante del calculo no
convencional. Asi, el estudio de Guia-Calderon y colaboradores se caracteriza por
abordar fuentes primarias en su investigacion como: la memoria de Liouville Mémoire
sur questions de Geométrie et de Mécanique, et sur un nouveau genre de Calcul pour
résoudre ces Quesions escrita en 1832; la publicacion en 1969 “Elasticita e Dissipazione”
escrita por Caputo; la obra de Lacroix Traité du calcul différentiel et du calcul intégral
presentada al publico en 1819; entre otras. Ademas, muestran un ejemplo en el cual se
analiza el movimiento vertical de una particula en el seno de un medio donde la resistencia
es proporcional a la velocidad. Por otra parte, esta investigacion hace hincapié sobre la
necesidad de investigar sobre este nuevo objeto matematico en México; el cual es un
campo que ofrece nuevas perspectivas y diferentes modelos tedricos, respecto al calculo

convencional.
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En este sentido, la investigaciones de Oldham y Spanier (1974), Ross (1997)
Sanchez (2011), y Guia et al. (2015) se constituyen en uno de los puntos de partida de
nuestra investigacion, puesto que nos permiten identificar y precisar las fuentes primarias
que hacen posible un estudio histérico del calculo fraccionario. Ademas, nos brindan una
perspectiva global de los aspectos mas relevantes que incidieron en el origen del objeto
en investigacion. Particularmente, estas investigaciones nos permitieron identificar las
memorias escritas por Liouville en 1832 como fuentes primarias relevantes para llevar a

cabo este analisis historico epistemoldgico.

1.4 Problematica de investigacion

Una de las problematicas asociadas al campo de la Matematica Educativa es la
descontextualizacién del objeto matematico con su propia génesis. En relacion con esto
Nolla (2006) sefiala, que si en la ensefianza de las matematicas, los objetos son
presentados de esta forma acabada y terminada, se desprecia los sucesos que incidieron
en el desarrollo de un de objeto matematico; también se genera desconocimiento de que
las matematicas son una ciencia que surgio por las necesidades culturales del hombre, de
la solucion de problemas de distintos tipos y de la aplicabilidad de la misma en un
contexto determinado. Es decir, que en la Matematica Educativa actual, los objetos
matematicos son presentados a los estudiantes como algo ya terminado y netamente
formal, como si se tratara de un simple resumen de los conocimientos mas desarrollados
en la ciencia (Lupiafiez, 2002; Anacona, 2003; Gonzalez, 2004, Cantoral & Farfan, 2004).

Ligado a la problematica anterior, pero en un papel secundario también se precisa
que el profesor no s6lo debe conocer de matematicas para impartir sus clases, sino
también debe tener sentido mismo de la evolucion del pensamiento matematico
(D’Amore, 2007). A lo cual Vasco (2002) sefiala que es necesario por parte del profesor
de matematicas que exista una preparacion en historia de la matematica, ya que hay muy
pocos preparados en este campo, asi no sea en profundidad, es necesario un acercamiento
a pequefios episodios historicos. Asimismo, si se pretende incluir la historia de la
matematica como un recurso didactico es necesario que los profesores de matematicas
conozcan acerca de la historia del concepto matematico que pretenden ensefiar (Gonzélez,
2004; D’ Amore, 2007).
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En consecuencia, la meta de esta investigacion en contribuir a la epistemologia
del célculo fraccionario, esto como un primer paso para contribuir a la problemaética antes
mencionada. Particularizando en la obra de Liouville (1832a); debido a, que esta obra es
considerada importante en el desarrollo historico de este calculo, dado que en esta se
presentan las primeras definiciones y se da la primera aplicacion del mismo. Esto porque,
en las fuentes consultadas en la revision de la literatura no hay una suficiente precision
acerca de las definiciones presentadas y como las desarrolld, asi como los contextos en
los cuales se dio la aplicacion y como la sustentd, ademas no hay reflexiones

epistemoldgicas sobre el calculo fraccionario.
Asi la pregunta conductora de esta investigacion es la siguiente

¢ Cudles fueron los aportes tedricos y practicos introducidos en la obra de Liouville

(1832a), al desarrollo del calculo fraccionario?

1.4.1 Objetivos de investigacion

Se realizard un analisis historico sobre el calculo fraccionario, particularizando en
Liouville (1832a), enfocado en reconocer elementos teéricos y practicos para contribuir
tanto a la epistemologia de este calculo, como al conocimiento de profesores
universitarios; asi, como indagar y dar a conocer los tipos de problemas que dieron origen
a esta familia de conceptos. En consecuencia nos hemos planteado el siguiente objetivo

general

e Realizar un analisis epistemologico del calculo fraccionario particularizando en
el trabajo de Liouville (1832a).

Para desarrollar este objetivo nos planteamos los siguientes objetivos especificos:

e Dar a conocer los aspectos que dieron origen al calculo fraccionario de 1695 a
1832 basado en fuentes secundarias.

e Analizar y describir los elementos teéricos y practicos introducidos en la obra de
Liouville (1832a).

e Describir los aportes de Liouville (1832a) al calculo fraccionario.
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CAPITULO 2

Metodologia

Introduccién

En este capitulo se presenta la metodologia empleada en este estudio. Se usé el método
de investigacion historico-16gico, que es usualmente empleado en investigaciones de
historia de la Educacion Matematica. Consideramos pertinente utilizar este método para

esta investigacioén, debido a la naturaleza del objetivo de investigacion.

El capitulo se divide en tres apartados. En el primero se define a la investigacion
historica desde la perspectiva de Fox (1981) y Cohen y Manion (2002), y se dan a conocer
algunas de las investigaciones que han utilizado el método de investigacion historico-
I6gico. En el segundo apartado se exponen las cuatro fases del método de investigacion
historico-l6gico desde la perspectiva Cohen y Manion (2002) y cédmo se emplearon en
esta investigacion; particularmente, se hara énfasis en la tercera fase de este método, ya
que se recurrira a dos propuestas metodoldgicas auxiliares (Rodriguez, 2010; Kuckartz,
2014) que permitira un analisis mas profundo de los datos obtenidos. Finalmente, en el
tercer apartado se atenderan a algunas de las categorias de analisis creadas a partir de la

implementacién del método de investigacion historico-16gico.
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2.1 La investigacion historica en Matematica Educativa

En los dltimos afos la investigacion historica ha ido tomando fuerza en el &mbito de la
Matematica Educativa, no solo por su aporte al conocimiento del profesor y a los
estudiantes, sino en general por sus aportes epistemoldgicos en la disciplina. Esto ha
provocado el surgimiento de métodos de investigacion que guian este tipo de estudios,
por ejemplo el método de investigacion historico-logico, el método historiogréafico o el
historico critico (Ruiz, 1976; Ardstegui, 2001; Cohen y Manion, 2002; Gonzalez, 2009).

La investigacion histdrica en educacion es comprendida por Fox (1981) como una
labor Gtil que se caracteriza por tratar de aclarar problemas de interés actual mediante el
estudio de fuentes ya existentes. Destacando, que el planteamiento méas empleado es
descubrir materiales desconocidos por las generaciones precedentes, pero el aspecto méas
importante es la reinterpretacion de los acontecimientos a la luz de las nuevas técnicas e
informaciones donde el investigador debe tener la flexibilidad suficiente para estudiar el
pasado yendo en contra del presente, y ser capaz de descubrir nuevas relaciones o
explicaciones que existen en las fuentes encontradas. También es definida por Cohen y
Manion (2002) como la situacion, evaluacion y sintesis de la evidencia sistemética y
objetiva con el fin de establecer los hechos y extraer las conclusiones acerca de

acontecimientos pasados.

Particularmente, el método de investigacion histérico ha sido empleado por
investigadores en el campo de Educacion Matematica con diferentes objetivos, para llevar

a cabo estudios de corte histérico como se evidencia en investigaciones como las de:

Gonzélez y Sierra (2003), Gonzélez (2002) y Gonzalez (2009) presentan una serie
de investigaciones en historia de la educacion matematica, particularizando en la
didactica del anélisis matematico, con el objetivo de dar a conocer el método de
investigacion historico y analizar el tratamiento que se le daba al concepto de punto critico

desde un punto de vista historico.

También, Maz (2005) presenta un estudio sobre los nimeros negativos en Espafia
en los siglos XVII1'y XIX. Con el proposito de establecer el tratamiento didactico que se
le daba a este concepto en los libros de texto de Espafa en los siglos XVIII y XIX. Y
Rodriguez (2010) expone un trabajo acerca del desarrollo conceptual de los métodos

iterativos en la resolucidén de ecuaciones no lineales. Con el objetivo de identificar
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concepciones historicas de los métodos iterativos, problemas que se resolvian empleando

este tema y como ha evolucionado.

Picado (2012) lleva a cabo un estudio sobre el sistema métrico decimal (SMD) en
libros de texto de matematicas en Espafia durante la segunda mitad del siglo XI1X (1849-
1892) con el propdsito de indagar sobre los cambios curriculares ocurridos durante el
periodo 1849-1892, por motivo de la implantacion del SMD en Espafia, su contexto, sus
implicaciones educativas y su concrecion en los libros de texto de matematicas para
estudiantes de Primaria, estudiantes de Secundaria y formacion de maestros en las

Escuelas Normales.

Como puede observarse el método de investigacion histérica puede usarse con
diferentes enfoques de investigacién. Cémo por ejemplo: el tratamiento didactico en
libros de texto en una época determinada; influencia en los cambios curriculares; y

analisis historico epistemoldgico, bajo un enfoque didactico.

Particularmente en esta tesis, se usara el método de investigacion historico-l6gico
como guia en el analisis historico. Especificamente se empleara el método propuesto por

Cohen y Manion (2002) el cual es descrito en la siguiente seccion.

2.2 El Método de investigacion Historico-Logico

El método de investigacion histdrico-l6gico surge por la creciente necesidad de realizar
investigaciones de corte histdrico y de explicar coémo llevar a cabo este tipo de trabajos.
Este método de investigacion proponen cuatro etapas las cuales son descritas como: la
eleccion de tema, recopilacion de datos, evaluacion de fuentes encontradas y redaccion
del informe de investigacién. A continuacion se describe cada una de estas etapas y como

estas se fueron empleando en el desarrollo de esta investigacion.

2.2.1 Eleccion de tema

La primera etapa es la eleccion del tema. Segun Cohen y Manion (2002) el investigador
escoge el tdpico que desea investigar, tomando en consideracion el impacto de su estudio
en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas, también se dan a conocer los aspectos

que lo motivan para realizar estos estudios. Ademas, en esta etapa se define el tipo de
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investigacion historica, se determina el problema y el objetivo de investigacion,

realizando las acotaciones necesarias a 1os mismos.

De la eleccién de tema, se destaca que es crucial en el desarrollo de una
investigacion historica epistemologica, puesto que en ésta se generan hipdtesis de como
se desarrollard el estudio historico. Dado que esta hipdtesis es esenciales, ya que a traves
de estas se define el periodo de tiempo en el cual el objeto matematico evoluciond
significativamente, en qué lugar y bajo que contexto cultural se desarrollaron los hechos,
quienes fueron los matematicos y las instituciones que estuvieron involucradas. Por otro
lado, la inadecuada eleccion del objetivo de investigacion conlleva a una busqueda y

eleccién de informacion infructuosa.

Particularmente en esta investigacion, la primera etapa estad delimitada en el
primer capitulo, en el cual se justifica la pertinencia de este tipo de estudios, se revisa la
literatura y se define la obra que se desea estudiar y su importancia dentro de la
epistemologia del calculo fraccionario. También, se concretaron la problematica, los

objetivos especificos y los particulares de investigaciones.

2.2.2 Recoleccion de datos

La segunda es la recoleccién de los datos. La particularidad de esta etapa, es que
para la investigacion historica aqui los datos ya existen. Su recopilacion, consiste en
identificar distintas fuentes de informacion como documentos escritos, sonoros,
pictéricos, memorias, diarios, periddicos, revistas, guias, libros de actas entre otros. Estos
elementos de consulta son catalogados en dos grupos: fuentes primarias y fuentes
secundarias. Las fuentes primarias son aquellas que son originales del problema
estudiado, es decir, son aquellos manuscritos, memorias, diarios, etc., que estan
directamente implicados en el desarrollo del objeto matematico. Mientras que las fuentes
secundarias son aquellas que no llevan o implican una relacion fisica con el suceso
estudiado, son producto del estudio de las fuentes primarias por otros investigadores, 0
de la interpretacion de personas ajenas al suceso (Cohen y Manion, 2002). En general, las
fuentes secundarias son utiles para incursionar en el suceso estudiado e identificar las

fuentes primarias.

Para llevar a cabo esta segunda etapa, en primer lugar recurrimos a la busqueda

de fuentes secundarias mediante una revision de literatura en bases de datos como SJR,
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Dialnet, Ebsco, Elsevier, Erih, Gale, Scielo entre otras, ademas de revistas sobre historia

de la matematica. Como resultado de esta bldsqueda se encontraron seis articulos de

revistas que documentan informacion sobre el desarrollo histérico del céalculo

fraccionario. Las fuentes secundarias identificadas se presentan en la tabla 1.

Tabla 1. Fuentes secundarias analizadas.

Afo Autor Titulo

1974 Oldham y Spanier The Fractional Calculus. New  York:
Mathematics in Science and Engineering

1977 Ross The development of fractional calculus 1695-
1900. Historia Matematica, 4, 75-89.

2004 Debnath A brief historical introduction to fractional
calculus. International ~ Journal of
Mathematical Education in Science and
Technology, 35(4), 487-501

2011 Sanchez Génesis y desarrollo del Calculo Fraccional.
Pensamiento Matematico, 1(2), 1-15

2014 Lombardero Célculo Fraccionario y  Dinamica
Newtoniana. Pensamiento Matematico, 4(1),
77-106.

2015 Guia-Calderdn, Rosales- | El célculo diferencial e integral fraccionario
Garcia, Guzmén-Cabrera, | y sus aplicaciones. Acta Universitaria, 25(2),
Gonzalez-Parada, y | 20-27.

Alvarez-Jaime

Una vez localizadas las fuentes secundarias referenciadas, se realizd una lectura

detallada de las mismas, con el objetivo de encontrar fuentes primarias trascendentes en

el desarrollo del célculo fraccionario de 1695 a 1832. Como resultado de esta consulta se

identificaron las siguientes fuentes primarias, presentadas en la tabla 2.

Tabla 2. Fuentes primarias de 1695 a 1832.

Afio Autor Titulo

1695 Leibniz Carta para L"Hopital]. En Mathematische
Schriften 1849, reimpresa en 1962,
Hildesheim, Alemania, 2, 301-302

1695 Leibniz Carta para L"Hopital. En Mathematische

Schriften 1849, reimpresa en
Hildesheim, Alemania, 2, 301-302

1962,
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1697

Leibniz

Carta de Hanover a John Wallis. Ibid., 4, 25.

1738

Euler

De progressionibus transcendentibus, sev
quarum termini generales algebraice dari
nequent Commentarii. Academiae
Scientiarum Imperialis Scientiarum
Petropolitanae, 5, 55.

1819

Lacroix

Traité du calcul différentiel et du calcul
intégral. Segunda edicién, Vol. 3 (pp. 409-
410). Paris: Courcier.

1823

Abel

Résolution d’un probleme de mécanique.
Oeuvres Complétes (tomo premier, pp. 27-
30). Grondah: Christiana.

1832

Liouville

Mémoire sur questions de Geométrie et de
Mécanique, et sur un nouveau genre de
Calcul pour résoudre ces Quesions. Journal
de I’Ecole Polytechnique, 21(13), 1-69.

1832

Liouville

Sur le Calcul des Différentielles a Indices
quelconques. Journal de [’Ecole
Polytechnique, 21(13), 71-162.

1832

Liouville

Sur I'Intégration de l'equation (mx? + nx +
2

p)%+ (qx +r)2—z+ sy =0 a l'aide des

Différentielles a Indices quelconques.

Journal de I’Ecole Polytechnique, 21(13),
163-186.

En general, el desarrollo del calculo fraccionario estuvo influenciado por distintos

matematicos como se puede evidenciar en la tabla 2. Sin embargo, basados en la lectura

realizada a las fuentes secundarias, encontramos un papel relevante en el trabajo del

matematico Joseph Liouville presentado en la memoria Mémoire Sur quelques Questions

de Géométrie et de Mécanique, et sur un nouveau genre de Calcul pour résoudre ces

Questions. Dado que, a Liouville se le adjudica la primera definicion formal de la

derivada fraccionaria y ademas en este trabajo Liouville retoma las ideas de Leibniz,

Euler y Lagrange.

Por otro lado, respecto al analisis de las fuentes secundarias se refleja la

importancia del estudio de la obra de Liouville (1832a), puesto que, esta obra se

caracteriza porque en ella se da la primera definicion formal légica de derivada
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fraccionaria y ademas de da la primera aplicacion del calculo faccionario, dado que hasta

el momento este campo era mas tedrico que aplicativo.

Los argumentos presentados, acerca de la importancia de la obra en cuestion se
consideraron desde dos perspectivas. Una de forma explicita cuando los autores enfatizan
en la importancia de la obra de Liouville; y otra de forma implicita cuando la obra de

Liouville hace parte de los andlisis historicos desarrollados por ellos.

Las fuentes secundarias que destacan de forma implicita el aporte al desarrollo de
calculo fraccionario realizado por Liouville (1832a) son las siguientes:

“... llamaron la atencién de Joseph Liouville, a quien con seguridad le debemos

histéricamente la primera definicion formal 16gica del concepto de derivada fraccional,

desarrollado en la publicacién de sus tres largas memorias en 1832 y alguna mas en
1855”. (Sanchez, 2011, p.4)

“Destacan, a principios del s. XIX, las figuras de Abel y Liouville, que propician el salto
cualitativo desde la prehistoria a la historia del Calculo Fraccionario”. (Lombardero,
2014, p.79)

“Tal vez fue la formula integral de Fourier y la solucion de Abel la que atrajo la atencion
de Liouville, que hizo el primer estudio importante del célculo fraccional. Publicé tres
grandes memorias en 1832.” (Ross, 1977, p.78)

Y de forma implicita

“Joseph Liouville (1832) hace referencia, en Mémoire sur questions de Geométrie et de
Mécanique..., a los trabajos de Euler, Laplace, Fourier y al libro de calculo de Lacroix;. ..
Liouville (1832) da una expresion para la integral fraccionaria de una funcion arbitraria. ..
Liouville (1832), en la misma memoria, aplica la formula para resolver varios problemas
de electrodindmica, geometria y mecéanica”. (Guia et al., 2015, p.23-24)

“Por otra parte, en [2], Joseph Liouville (1809-1882) extendié formalmente la férmula
para la derivada del orden integral n” (Debnath, 2004, p.487)

En sintesis la eleccion de la memoria de Liouville (1832a) como fuente primaria para el
desarrollo de esta investigacion se debe a la importancia que los historiadores le han dado

a su trabajo.

2.2.3 Evaluacion

La tercera etapa es la evaluacion. Dado que se obtienen muchos datos y distinta
informacién el investigador debe averiguar cuidadosamente y atestiguar el valor de estas
fuentes para los propositos del estudio. Esta evaluacion, se puede apreciar desde dos

perspectivas, una desde la critica externa y otra desde la critica interna.
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2.2.3.1 Critica externa

Se preocupa por establecer la autenticidad y legitimidad de los datos, es decir se encarga
de evaluar que las fuentes sean originales, que se encuentren en buen estado y que el lugar

en el cual fueron encontradas sea fiable.

En nuestro caso particular la memoria que serd utilizada en el analisis, se
encuentra en modo digital y fue encontrada en la base de datos de la biblioteca central de
la universidad I'Ecole Polytechnique. Particularmente, la obra puede ser encontrada en la
siguiente pagina web http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/ch34378280v/date dando clic en el

afio 1832. El cuanto al estado de la memoria sefialamos que se encuentra en buen estado

y es totalmente legible.

2.2.3.2 Critica interna

Este tipo de critica, consiste en analizar el aporte que la fuente primaria o secundaria
hace a la investigacion, estudiando si el autor era una persona competente, si la obra esta
avalada por la comunidad de investigadores, cudl era la intencion del autor al redactar el
documento entre otros aspectos y cudl es el aporte de la obra a la pregunta de
investigacion. En la critica interna se realiza un analisis exhaustivo de los datos
encontrados y es necesario apoyarse en metodologias adecuadas para analizar
documentos. En particular, en esta investigacion se usaron dos metodologias de analisis
de documentos, las cuales permitieron analizar la obra de Liouville desde una perspectiva
externa (ficha de referencia de la obra, contextualizacion de la obra e intencionalidad del

autor) y desde una perspectiva interna (andlisis cualitativo de la obra).

Para el analisis de tipo externo recurriremos a una parte de la metodologia
utilizada por Rodriguez (2010), basada en Ruiz (1976) y Gonzéalez (2002). En la cual
destaca dos elementos importantes en la revision de fuentes historicas. EI primero es la
ficha de referencia de la obra que incluye: nombre del autor, fechas de nacimiento y
fallecimiento del autor, titulo de la obra, afio de la primera edicion, edicién analizada y
localizacion del manual utilizado. El segundo es referente a la contextualizacién de la
obra e intencionalidad del autor que involucra: el momento historico y lugar donde fue
escrita la obra, contexto historico cultural donde fue escrita la obra, objetivos de la fuente,

innovaciones introducidas en el material y otras obras publicadas.
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Ahora bien, para el analisis de tipo interno de la obra recurriremos al analisis
cualitativo de textos propuesto por Kuckartz (2014). El cual tiene como objetivo realizar
andlisis de textos con altos estdndares de objetividad, fiabilidad y validez. Esta
metodologia, se divide en cinco fases: en la primera se lee y se interpretar el texto de la
investigacion; en la segunda se construyen categorias; en la tercera se codifican los
elementos del texto; en la cuarta se analizan estas categorias y en la Gltima fase se

presentan los resultados. Ver figura 1.
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Figura 1: proceso general del andlisis cualitativo de textos (Kuckartz, 2014, p.40).

Fase 1. Se realiza una lectura rigurosa del texto a analizar, con el propoésito de
que el lector se familiarice con el documento e identifique cada uno de los aspectos
relevantes del mismo, tanto de estructura como de contendido. En nuestro caso la lectura
de la obra de Liouville (1832a) nos permitié reconocer los aspectos relevantes de esta

memoria, que fueron empleados en la construccion de las categorias de analisis.

Fase 2. A partir, de la lectura e interpretacion del texto se da paso a la construccion
de categorias las cuales desde la perspectiva de Kuckartz (2014) son el resultado de algun
tipo de clasificacion. La construccion de estas puede ser tipo inductivo o deductivo. Las
de tipo inductivo son aquellas que se construyen después de una lectura profunda del

texto, y nacen segun los elementos encontrados en el documento. Las de tipo deductivo
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se construyen antes de leer el texto y estan determinadas por el marco tedrico o por las
hipotesis de investigacion o las preguntas de investigacion. En nuestro caso las categorias
establecidas son tanto de tipo deductivas (las construidas a partir de la metodologia de

Rodriguez (2010)) y de tipo inductivas (construidas a partir de la lectura del texto).

Fase 3. Se asignan las categorias disefiadas a los datos, especificamente a los
diferentes pasajes del texto, cada asignacion se conoce como una codificacion (Kuckartz,
2014). Ademas, en esta fase se analiza la posibilidad de la creacion de nuevas categorias,

en relacién con lo encontrado en el texto.

Fase 4. Se analiza la aplicacién del sistema de categorias que han sido
previamente disefiadas y discutidas por los investigadores. Adicionalmente, se realiza la

descripcion de cada una de éstas.

Fase 5. Se presentan los resultados de la investigacion. Considerando que cada
una de las fases descritas se relaciona de forma circular y que cada una de las fases deben
ser llevadas a cabo enfocandose al objetivo de investigacion. Se hace hincapié en que “el
proceso de analisis debe ser visto como un proceso no lineal en el cual las diferentes fases
no estan estrictamente separadas entre si” (Kuckartz, 2014, p.48). Como conclusion de la
critica interna presentamos la tabla 3, en la cual se muestra las categorias de andlisis tanto
de tipo deductivo como inductivo. Basados en los fundamentos tedricos de Rodriguez
(2010) y Kuckartz (2014).

Tabla 3. Categorias de analisis.

Unidades de analisis | Categorias de Analisis Codigos
e Nombre del autor
Ficha de referencia | ® Fechas de nacimiento y fallecimiento del autor
de la obra e Primera Edicion FR
e Edicion analizada
e Localizacion del manual Utilizado
Momento historico y lugar donde fue escrita la obra | MH
Formacion de autor FA
Contextoy Otras obras publicadas OP
ropositos de la obra —
prop Objetivos generales de la obra OG
del autor - e e -
y Innovaciones introducidas por el material IM
Contexto historico de las matematicas en general CH
Conexiones con otros conceptos CcC
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Analisis cualitativo | Tipos de representaciones TR
del texto. Definiciones DF
Teoremas TE
Tipos de problemas TP

2.2.4 Redaccion del documento

Finalmente, se realiza la redaccion del informe de investigacion en la cual se exponen los
hechos abarcados en la temética de investigacion y en el cual segun Cohen y Manion
(2002) es la fase mas dificil de este método, ya que exige una gran capacidad de sintesis,
una considerable imaginacion, un gran manejo de recursos Yy subjetividad por parte del

investigador.

Esta etapa se desarrollé a lo largo de toda la investigacion.

2.3 Analisis externo de la obra

En esta seccidn se presentaran los resultados de las dos primeras unidades de

analisis expuestas en la tabla 3.

2.3.1 Ficha de referencia de la obra

En esta seccion se presentaran algunos aspectos que pensamos formales dentro de
la investigacion histérica y los cuales de forma implicita han sido abordados
anteriormente. Sin embargo, consideramos pertinente volver a mencionar estos aspectos
con el fin de sintetizar y de dar mayor rigurosidad a la investigacion. En este sentido, la

ficha de referencia de la fuente a analizar se presenta en la tabla 4 (FR).

Tabla 4. Ficha de referencia de la obra.

Nombre del autor Joseph Louis Liouville
Fechas de nacimiento y | 1809-1882

fallecimiento del autor

Titulo Mémoire sur questions de Geométrie et de Mécanique, et
sur un nouveau genre de Calcul pour résoudre ces

Quesions
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Afio, editorial y lugar de la | 1832, articulo de revista publicado en el Journal de

primera edicion I’Ecole Polytechnique, en el volumen 13, nimero 21.

Localizacion de la obra | Base de datos de la Biblioteca Central de la Universidad
analizada. I'Ecole Polytechnique. Fuente  tomada  de
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/cb34378280v/date.

2.3.2 Contexto y propdsitos de la obra y del autor

Como parte de esta unidad de analisis se establecieron seis categorias de analisis, las

cuales seran descritas a continuacion.

2.3.2.1 Momento historico y lugar donde fue escrita la obra

La obra de Liouville (1832a) fue escrita en Francia, y publicada en la revista del I’Ecole
Polytechnique una de las instituciones mas sobresalientes de la época, tanto en Francia

como en el mundo.

Para la época que fue presentada la obra de Liouville, segin Struik (1998) se vivia
la revolucion francesa y el periodo napoleodnico, condiciones que fueron favorables para
que la matematica se desarrollard. Camino que fue abierto por la revolucién industrial en
el continente europeo. Asimismo, este autor menciona que esta revolucién estimuld el
avance en las ciencias fisicas, creando clases sociales con una nueva perspectiva sobre la
vida, interesadas en la ciencia y en la educacion técnica. Incidiendo, también en las ideas
demdcratas lo que provoco que las escuelas y las universidades fueran reformadas y

rejuvenecidas.

Sin embargo, Struik (1998) sefiala que el surgimiento matematico no se debi6 a
los problemas técnicos ocasionados por las nuevas industrias, dado que, en Inglaterra el
corazén de la revolucién industrial, no se dieron grandes avances matematicos. Mientras
que en Francia la matematica progresé bastante, al igual que en Alemania un poco mas

tarde, paises en los cuales, la ruptura ideoldgica fue mas fuerte.

También, para esta época ocurrieron aspectos significativos en torno al desarrollo
de las matematicas, puesto que las nuevas investigaciones en esta ciencia se encontraban
separadas de las demandas econdmicas o de la guerra. Lo que condujo, a un dilema en

torno al sentido de las matematicas: si debian ser aplicadas, es decir responder a
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problemas de la vida cotidiana (enfoque defendido por Fourier); o si debian ser puras, es

decir solo aportar a la ciencia.

Los matematicos de la época también sufrian cambios fundamentales, entre ellos
el papel que tenian en la sociedad. Puesto que, su principal ocupacion ya no consistia en
ser miembros de una docta académica; pasaron a ser mas educadores y examinadores de
la juventud. Es decir, en esta época se empez6 a dar importancia tanto a la ensefianza de
las matematicas como a la investigacion en las mismas, tanto en el ambito aplicativo como

en el puro.

Se concluye en este apartado que la obra de Liouville (1832a) fue escrita, en un
momento donde la matematica avanzaba en Francia y por lo cual su aporte fue
significativo tanto al calculo fraccionario como a las matematicas en general. Ademas,
podemos constatar que en la obra de Liouville se refleja lo que estaba pasando, puesto
que en su trabajo se puede apreciar que respondio a dos tendencias por las que pasaban
las matematicas, tanto a la matematica pura, como a la utilidad y aplicacién de las

matematicas en diversos contextos.

2.3.2.2 Formacion del autor

Joseph Liouville naci6 el 24 de marzo de 1809 en Saint-Omer, Francia, vivio sus primeros
afios de vida junto a su tio, dado que su padre era capitan del ejército de Napoledn. Una
vez derrotado este ejército, Liouville se fue a vivir junto a su padre y su familia,
instalandose en Toul, donde fue a la escuela. De Toul se dirigié al Colegio de San Luis
en Paris, donde estudié matematicas en los niveles mas altos. Después de leer articulos
en Gergonne 's Journal demostrd algunos resultados geométricos que escribié como

documentos a pesar de que nunca fueron publicados.

En el afio de 1825 entr6 a estudiar al Ecole Polytechnique una de las instituciones
mas reconocidas de la época, en la licenciatura en matematicas (FA); de la cual se gradud
en 1827. Tiempo después, Liouville se convirtié en el favorito para ocupar la catedra en
la Escuela Politécnica, cuando quedd una vacante cuando en 1836, sin embargo, después
de una estrecha competencia, fue escogido otra persona. En 1837 fue nombrado para dar
conferencias en el College de France. Finalmente, en 1838 fue elegido profesor de

Anélisis y Mecénica en el Ecole Polytechnique.
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Antes de ser profesor del Ecole Polytechnique, ingreso al instituto Ecole des Ponts
et Chaussées, sin embargo por problemas de salud debio retirarse de esa institucion. En
1831, Liouville fue nombrado, como asistente de Claude Mathieu. Ademas, fue profesor

de un gran nimero de escuelas privadas y en la Ecole Centrale.

Otro logro importante dentro de la vida de Liouville fue fundar en el afio de 1836
una revista de matematicas puras llamada Pures Journal de Mathématiques et Appliquées,
el cual es a veces conocido como Journal de Liouville (FA). Ademas, para esta época ya
habia logrado ser un matematico reconocido, aportando a diversos campos como el
calculo fraccionario, teoria de numeros, andlisis complejo, topologia diferencial,

geometria pero también en fisica matematica e incluso astronomia (FA).

En su trayectoria como profesor, se menciona que en el afio 1850 dio clases de
matematicas en el Collége de France en 1850 y de Mecénica en la Faculté des Sciences
en 1857. Se le reconoce también por ser uno de los primeros en leer y reconocer el mérito

de las obras inéditas de Evariste Galois y que publicé en su journal en el afio 1846.

Liouville también tuvo una breve intervencién en politica, esto en el afio de 1848
participando en la asamblea constituyente. Sin embargo, su participacion dur6 poco, dado

que después de las elecciones de 1849 decidio retirarse al ser derrotado.

Finalmente, la vida de Liouville llega a su fin a la edad de 73 afios, el 8 de
septiembre de 1882, dejando un gran legado en las matematicas. Se estima que escribio

maés de 400 articulos en diferentes areas del conocimiento.

2.3.2.3 Otras obras publicadas

Como se menciono, Liouville escribié aproximadamente 400 articulos en diferentes areas
del conocimiento. Sin embargo, esta investigacion se encuentra bajo el marco del calculo
fraccionario. En este sentido, comentamos que tras una revision de literatura encontramos
que Liouville s6lo publico tres obras en relacion con este nuevo calculo, es decir la que
se analiza en esta investigacion y dos mas; se mencionaran de las cuales hablara a groso
modo. Cabe mencionar que las tres publicaciones tuvieron lugar en el mismo afio y en la

misma revista de investigacion.

En Liouville (1832b), se ejemplifica la definicion de derivada fraccionaria dada
en Liouville (1832a) (que sera discutida en el siguiente capitulo), realizando derivadas
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——. g(x) = cos(2),

expandiendolas como una suma de exponenciales. Ademas, realiza una analogia entre las

fraccionarias de diferentes funciones como por ejemplo f(x) =

funciones algebraicas y las exponenciales, exhibiendo lo infinitamente pequefio. Pasando

a la exploracién de derivadas que pueden obtenerse mediante la reduccion de ciertas
. 0 . . - ,
expresiones a la forma o Finalizando, con la demostracion de algunas teorias generales

sobre diferenciales de cualquier indice.

En la otra obra, Liouville (1832c) se dedica a solucionar la ecuacion diferencial

2
(mx? + nx + p) 3732' + (gx +71) Z—z + sy = 0 usando diferenciales de cualquier indice.

Asi, en este trabajo Liouville se dedica a presentar un método que él considera simplifica
el proceso para solucionar esa ecuacion diferencial. Grosamente, el método consiste en
emplear aspectos del calculo fraccionario, descritos en algunos apartados de Liouville
(1832a). Cabe mencionar que en esta obra se incluyen innovaciones, mostrando mas

constructos teoricos y potencialidades de este nuevo célculo.

2.3.2.4 Objetivos generales de la obra

A pesar de que el analisis cualitativo de la obra de Liouville (1832a), se muestra en el
siguiente capitulo, es importante precisar que el resultado para esta categoria es producto
del andlisis cualitativo de la obra, no obstante la informacion descrita en este apartado

puede ser validada mas adelante.

En Liouville (1832a) se identificaron dos objetivos generales (OG). EI primer
objetivo, se refiere a generalizar los principios del calculo convencional, particularmente
su intencidn es contribuir a la fundamentacion teérica del calculo fraccionario. El segundo
objetivo, y por el cual se desarrolla la obra es mostrar la aplicacion de este nuevo campo

en areas del conocimiento como la geometria, el electromagnetismo y la fisica mecénica.

2.3.2.5 Innovaciones introducidas en la obra

Al igual que en la categoria anterior, el resultado de esta categoria se da después del
analisis cualitativo de la obra y del andlisis de las fuentes secundarias que sera presentado
en al siguiente seccion. Es decir, que la informacion expresada en esta seccion podra ser
validada y ampliada conforme se siga leyendo este documento, especialmente en las

conclusiones.
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En la obra de Liouville (1832a) se presenta la primera definicion de derivada
fraccionaria para cualquier tipo de funcién, dado que en trabajos de otros matematicos
como Lacroix y Euler se dieron definiciones de derivada fraccionaria solo para funciones

polindmicas y un poco mas ortodoxas en comparacion de la presentada por Liouville.

La fundamentacion tedrica dada hasta el momento del célculo fraccionario era
poco significativa, ya que no habia grandes avances en el tema. Asi en Liouville (1832a)
se fortalece la parte teodrica de este calculo, dado que se presenta una serie de teoremas

los cuales eran desconocidos para la época, lo que permitio un avance tedrico importante.

Adicionalmente, al aporte teérico se da un aporte aplicativo importante a este
calculo, puesto que, al momento de ser escrita la obra no habia una claridad acerca de la
aplicacion de este nuevo célculo en otras disciplinas, el unico que de forma tangencial se
habia acercado a la aplicacion de esté era Abel y en un solo problema, mientras que
Liouville se detuvo a analizar nueve problemas (incluyendo al de Abel) de geometria,

electromagnetismo y fisica mecanica.

2.3.2.2 Contexto histérico de las matematicas en general

Los resultados de esta categoria se describen desde dos puntos de vista: el primero de
ellos, precisando acontecimientos de las matematicas en general en el siglo XVII, para
ello tomamos como referente el libro de Historia concisa de las matematicas; el segundo,
lo relacionado al desarrollo histérico del célculo fraccionario, para ello presentaremos
una linea del tiempo de 1695 a 1832 donde 1695 marca el inicio de este calculo y 1832 el
afio donde se presenta la fuente a analizar. La linea del tiempo, es resultado del analisis

de las fuentes secundarias (Tabla 1).

2.3.2.2.1 Breve descripcion de la historia de las matematicas hasta 1832

Con base en el libro Historia concisa de las matematicas escrito por Struik (1998) se

describe de forma sucinta el avance de las matematicas en siglo XIX.

Todo parte del calculo convencional, ya que este es el punto de partida del calculo
fraccionario. Para el afio de 1832 tanto Leibniz (1646-1716) como Newton (1643-1727)
habian sentado los principios del calculo diferencial. Respecto, al calculo integral éste era
un conocimiento en estudio y se registraban avances significativos, e incluso surgio

primero que el calculo diferencial.
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Referente a otras areas del conocimiento como las ecuaciones diferenciales, las
cuales se traen a colision por su relacion con el calculo fraccionario, se identifico que para
el momento en que fue publicada la obra de Liouville (1832) ya se habian presentado
avances significativos en este campo, con aportes de los hermanos Jacob Bernoulli (1654-
1705) y Johann Bernoulli (1667-1748). Particularmente, el aporte de los hermanos
Bernoulli estuvo en la solucién de ecuaciones diferenciales homogéneas y de ecuaciones

diferenciales lineales de primer orden.

Relativo a la teoria de nimeros también se precisa que ya existia un avance a pesar
la de las dificultades que pasaron los matematicos para entender conjuntos numéricos
como los racionales, irracionales e incluso el conjunto de los complejos. Precisamente,
para la época en que fue publicada la obra de Liouville ya existia una representacion e
interpretacion grafica de los numeros complejos, presentada inicialmente por Caspar
Wessel (1745-1818) en el afio 1797, aunque pasé desapercibida y fue traida nuevamente
a colision por Carl Friedrich Gauss (1771-1855) treinta afios después (Carrillo, 2002).

Referente al algebra, ésta que se encontraba en un momento crucial en su avance,
dado que para la época se presentaron avances significativos en la teoria de grupos gracias
a los aportes de matematicos como Joseph Louis Lagrange (1736-1813) quien es
considerado unos de los padres de la teoria de Grupos. Ademas, en el afio de 1832 se
presento el trabajo de Evariste Galois (1811-1832) que quizés es uno de los trabajos mas

representativos en el avance del algebra moderna por su aporte a la teoria de grupos.

Por ultimo, también se presenta un avance para la geometria, puesto que ya se
conocian importantes resultados en este campo, como por ejemplo la geometria
euclidiana y los elementos; habian explorado los tres problemas geométricos de la
antigtiedad: La duplicacion del cubo, la triseccion del angulo y la cuadratura del circulo.
Ademas, ya se registraban aportes a la geometria proyectiva y cartesiana. Incluso al
finalizar el siglo diecinueve se dieron a conocer aportes a la geometria no euclidiana
(Struik, 1998).

2.3.2.2.2 Desarrollo historico del Calculo Fraccionario (1695-1832)

El Céalculo Fraccionario nace de una pregunta que I’Hopital le realiza a Leibniz en el afio

de 1695. En esta pregunta I’Hopital menciona si existe la posibilidad de una derivada de
o . . .- ., dn

orden no entero, especificamente preguntd qué sucederia si en la expresion d—y n fuera

xn’
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. 1 . . . ~ -7 .
igual a > A lo cual Leibniz en ese mismo afio en una carta respondio: “que se podria

1
expresar en la serie de cantidad infinita, como por ejemplo dzxy o d*?xy. Sin embargo, los
exponentes que pueden ser usados en este tipo de serie son numeros enteros; concluyendo que

hasta el momento esta es una paradoja de la que se extraerdn consecuencias Utiles”.

Tiempo después, en 1730 el célculo fraccionario fue abordado por el matematico
suizo Leonhard Euler, quien en una obra publicada en 1738 presenta algunos comentarios
sobre este topico. En este sentido, segun Guia et al (2015) Euler dio una definicion de la
derivada fraccionaria, aplicando su formula de interpolacién del factorial entre nimeros
enteros positivos y negativos. Euler parte de investigar la relacion entre d™(z¢) y dz™con

dz constante, y ademas se supone que n es un entero, para el caso n = 1 entonces

- 1.2.3...e -
dl(Ze) — eZe 1 _ [ Ze 1’

1.2.3..(e-1)
paran = 2
2r en _ e—2 _ [ 123.e e—2
d*(zf) =e(e - 1)z " = [1.2.3...(e—2)]z
sin=3
3 en 3 B e—3 _ [ 123.e e—3
d°(z°) =e(e—1)(e—2)z°7° = [1.2.3...(e—3)
En general,
d"(z%) = e(e = 1)(e = 2) (e = (n = D)z* 7" = [ 2] 7o,

como 1.23..e = fol(—lx)e dxy1l23..(e—n)= fol(—lx)e‘” dx se concluye que la
derivada fraccionaria seria

fol(—lx)e_ndx

ne,ey — ,e-n
d"(z%) = z fol(—lx)edx

Por otra parte, en un ambiente paralelo al desarrollo del calculo fraccionario
Lagrange en el afio de 1772 encuentra un resultado de linealidad entre derivadas que
contribuye de forma indirecta en el desarrollo de este calculo. El resultado obtenido es el

siguiente

dm dn dm+n
dxm ( dx”) - dxm+n
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el cual puede permite expresar linealidad entre el orden de una derivada. Este resultado
fue ampliamente usado por Liouville y otros matematicos, en el desarrollo del célculo

fraccionario como se vera mas adelante.

Posterior a Lagrange, en el afio de 1819 otro matematico que realiza aportes a este
calculo fue Lacroix, a quién se le atribuye la definicion de derivada fraccional de orden
% de funciones polindmicas. Para ello Lacroix considera la derivada de orden n de un

polinomio dada por la expresion:

m!

frx) =

—— x™™" conm = n. 1)

Y recurrio a la funcién Gamma
[ee]
I'(2) = fO e %a? da,

la cual le permitio calcular el valor del coeficiente de la expresion anterior para nimeros

no enteros gracias a la propiedad
[(n+1) =n!,
convirtiendo la expresion (1) en

n _ Tm+1)
f (X) - [(m—-n+1)

donde n es no entero, particularmente para la época se podia calcular el valor de la

derivada de orden % para funciones polindmicas.

Después de Lacroix, sefiala Guia et al. (2015) que es Joseph Fourier quien en el
afio de 1822 brinda una nueva definicién de derivada e integral fraccionaria, partiendo de

la siguiente ecuacion

fG) = J% f(@da [* cos(px —pa)dp.  (2)

Note que, si la ecuacion (2) se deriva n veces en funcién de p la derivada de la funcion
coseno solo difiere en el signo y por la regla de la cadena se obtendra el factor p™. Por lo

tanto, aexpandirden € Nau € C se cumple que

daH © © T
20 _ if_oof(a)da J_ cos (px —pa+ l;) dp.

dxH
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Siendo una de las primeras definiciones de integral y derivada fraccionaria para cualquier

tipo de funcion, siempre y cuando las integrales impropias converjan.

Otro matematico que influyo al desarrollo del calculo fraccionario fue Abel, quien
dio la primera aplicacion de este concepto dentro de la fisica mecanica, particularmente
en la solucién del problema de la tautécrona. Dicho problema consiste en encontrar la
forma de la curva sobre un plano vertical, tal que un objeto, al deslizarse sin friccion sobre
ella, llegue al final de su recorrido en un tiempo que sea independiente del lugar en que
comience el movimiento. Si el tiempo de caida es una constante conocida, la ecuacion

integral de Abel tiene la forma:

k = [F(c— B2 F(O)dE; @)

que es una integral con nucleo de la forma (x — t)®. Al resolver esta integral, Abel

escribié el lado de la derecha como

NEIeoY

dx2

. 1
y al operar la derivada de orden S en ambos lados obtuvo que

Lk =V f(x). 3)

dxz2

Ya que estos operadores fraccionales (en condiciones idéneas para f ) tienen la propiedad
de que DY/2D~1/2 = pD°f = f. Por lo tanto cuando la derivada fraccional de orden % de

la constante k en (3) se calcula, entonces se determina f(x).

Fue después de los aportes de los matematicos antes mencionados que Liouville
se interesd por la derivada fraccionaria y es asi que inicia el desarrollo del calculo

fraccionario de Liouville.
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CAPITULO 3

Analisis cualitativo de la obra de
Liouville (1832a)

Introduccién

En este capitulo tiene se presenta el andlisis cualitativo de la obra teniendo como
referentes las categorias de analisis cualitativo de la obra propuestas en la tabla 3. Con el
proposito de conocer los aportes realizados por Liouville a este calculo y asi poder
reflexionar en torno a su epistemologia. Asi esté capitulo esté dividido en tres secciones:
en la primera se realiza una descripcion de los aportes tedricos de la obra de Liouville,
particularmente en la definicion que dio de derivada fraccionaria junto con algunos
ejemplos. En la segunda, se describen algunos de los teoremas dados por Liouville acerca
del calculo fraccionario. Y en el Gltimo se describen siete de los nueve problemas en los

cuales Liouville muestra la aplicacion de este calculo.
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LECOLE POLYTECHNIQUE.

MEMOIRE

Sur quelques Questions de Géométrie et de Mécanique, et sur un
nouvean genre de Calcul pour résoudre ces Questions;

Par Joseps LIOUVILLE.

Figura 2: portada obra Liouville (1832a)

3.1 Definicion de Liouville de derivada fraccionaria

Liouville presentd la primera definicién de derivada fracionara partiendo de que toda
funcion se puede expresar de la forma f(x) = ) A,, e™*. En este sentido, se le Ilama
diferencial de f(x) o derivada de orden p a la funcion que se deduce de multiplicar cada

término A,,e™ de la serie de potencias u y del exponente correspondiente

. . dav . . .
m#expresandose esta derivada por ﬁ 0 lo que es equivalente en términos de:

D _ A, e™mH, DE (1)

dxH

Donde u es el orden la derivada, y u puede ser un niamero entero, racional, irracional o

complejo; incluso si u es negativo se considera que es una integral fraccionaria.
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Liouville llego a esta definicion en primer lugar haciendo la aclaracion de que se
basa en las derivadas de orden entero (CC); y lo que desea es generalizar los principios
del célculo convencional, contribuyendo tanto a la fundamentacion teérica de este nuevo

campo, como a mostrar sus aplicaciones en campos de geometria y fisica (OG).

Ahora bien, para llegar a (1) Liouville partié de la premisa de que toda funcion

puede expresarse como la suma de funciones exponenciales, de la forma
fO) =X Ape™ (1.1)

luego, al derivar f(x) de manera usual (CC)
at (f) =Y A, d? (f) =Y A, m2, dd(f) YA, e™m3
se obtiene

ddT(f?—ZA e™m"conn € Z.

Lo cual, con una extension arbitrariaden € Zau € Cse llegaala primera de definicion
presentada en (1).

Por otra parte, como Liouville no se detienen a dar indicaciones sobre como
expandir una funcién en términos de una suma de exponenciales, presenta dos ejemplos
de derivada fraccionaria para las funciones f(x) = i yf(x) = xin en los cuales deja ver
el uso de la definicién expresada en (1). Para algunos historiadores (Ross, 1997;
Lombardero, 2014) el ejemplo dado para f(x) = xin es considerado como la segunda

definicién de Liouville, sin embargo en el analisis de la memoria Liouville deja claro que
es un ejemplo. Ademas, con este par de ejemplos se amplian las posibles funciones que
se pueden derivar usando la definicion (1) pasando de las de tipo exponencial a las de tipo

polindmicas (con algunas restricciones claro esta).

. . . . -z 1
En este sentido la derivada fraccionaria para la funciéon f(x) = ~ se expresa

mediante la igualdad

Q) e e (1.2)

dxk xbtl

donde p € Cy I conocida como la funcion gamma (CC).
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. . 1, . . . ,
Para abordar la derivada fraccional de f(x) = - Liouville considerd tres casos. El
primero para x > 0, el segundo para x < 0, y el tercero donde se sintetizan e unifican los

dos primeros casos.

Caso 1. Se considera la igualdad siguiente para x > 0
1 ©
= J, ¥ da (1.3)

la cual puede verse verificada al calcular la integral de la derecha en términos de a. Ahora
bien, derivando a ambos lados de la ecuacion (1.3) en términos de x, y empleando el
resultado de la ecuacién (1) se obtiene

o)

dxH

= fooo e " (—a)H* da (1.4)
Caso 2. Se considera la igualdad siguiente para x < 0

1 _ foooe“x da, (1.5)

x
que nuevamente por verse verificada al calcular la integral de la derecha, y al derivar a
ambos lados de (1.5) de forma anéloga

a(3)

dxH

=— fooo e** atda (1.6)

Caso 3. Como puede observarse en los casos 1y 2 la derivada fraccionaria para la funcion
1 , . . . . , . .
f(x) =~ no es Unica, por lo tanto Liouville consider6 dos sustituciones que le

permitieron unificar los dos resultados obtenidos. Para el caso 1 toma la igualdad ax = 6

y para el dos la igualdad ax = —6.

Asi, al sustituir en (1.4) las igualdades ax = 0, a = gy da = % se obtiene que

&(-D:fwe-e(_e)“@

dxH 0 X x
a3 _ 1yt e 00"do
e = DT

al recurrir a la funcion gama definida como (CC)
Tw = J, e ® @)+ 1do conpu €C.
Se obtiene
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du( ) ( 1);1 [(u+1) (12)

dxH xh+1 !

al sustituir en (1.6) las igualdades ax = —0, a = _79 yda = _ng resulta

B o gy
axk _fo € 9(7) Tx
ak(z Jo> e~k ae
# = (- 1)#‘3HT

Y al recurrir nuevamente a la funcién gamma (CC) se llega a (1.2).

. . . . . 1 .
Ahora bien, la derivada fraccionaria de la funcién f(x) = — esta representada

mediante la expresion

d#(xin) — (—DHT(n+u) (DE) (17)

dxt I(n)xntue !

conu € Cy I conocida como la funcion gamma (CC).

., 1 . . . . e . .
Para la funcion f(x) = — Liouville realizd un proceso casi similar al utilizado

para determinar f(x) = %dividendo el proceso en dos casos. Parax > 0y x < 0.

Caso 1. Liouville parti6 de la integral

foooe“"x a" lda, (1.8)

la cual tiene similitud con la funciébn gamma y con la definicion dada en (1). Una vez
establecida la integral en (1.8) como punto de partida. Se considera la sustitucion ax = 6

en (1.8) obteniendo la expresion.

-1
® —ax ,n-1 _ (*®,-0 Q)n
J, e a"da= [ e (x

® —ax gn-14, f e f9n- 1d9
fo e xn

(%)
(1.9)

Al sustituir f0°° e~90™=1dg por ['(n) y al realizar una trasposicion de términos en (1.9) se

logra

1 foooe‘“"a”‘lda
O (1.10)

al derivar (1.10) empleando la definicién (1) se obtiene:
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d”(xin) _ fooo e~ X 1(_g)lda

dxi rm) ’

dﬂ(xin) (—1)“f0we_“xa"+”_1da
= o . (1.11)

Nuevamente se utiliza la sustitucién ax = 0 en (1.11) lo que conduce a

d'(m) (D[P e fntilaq
dxt [(n)xntu !

precisando que ['(n + u) = f0°° e~% pn+i-1da (CC), finalmente se obtiene

du(xin) _ (—DHT(n+p) (DE) (17)

dxH [(n)xn+tu

que era lo que se deseaba describir.

Caso 2. Para este caso Liouville emple6 un proceso muy similar al caso anterior, por lo

tanto ésta descripcion seré lo mas sintética posible.
Se parte de la integral

[7 e g™ da, (1.12)

0

y al considerar la sustitucion ax = —6 lo cual conduce a

-1
®© ax ,n—-1 — ([ ax _e)n (—dG)
fo e q da—fo e (x —),

o _4yn (X ,-0pgn-1
J, e a"lda G @ (1.13)

xn

al reemplazar f0°° e~9™1dp por ['(n) y al realizar una trasposicion de términos en (1.13)

se llega a
weaxan—l a
L h e e (1.14)
x" =DTm
Asi, al derivar u veces (1.14) empleando (1)
p( L 0 ax, n+u—-1
@(Gn) _ 57 emar (1.15)

dxt — (-D"(n)

y al sustituir ax = —6 en (1.15)

(@) _ et )

dxt D"
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1
du(x_n) _ f0°° e—e(_l)n+u9n+u—1d9
dxh (D" (n)xm+H

d'(m) (D[P e"fomtr-1a0
dxt [(n)xntu

Dado que fooo e 99m+#=1dg = I'(n + u), (CC) se llega una vez mas a (1.7).

3.2 Teoremas del calculo fraccionario

Como se menciond uno de los objetivos de la obra de Liouville (1832a), fue mostrar las
aplicaciones del célculo fraccionario en contextos de geometria, electromagnetismo y
fisica mecanica. Por lo cual, él planted la necesidad de demostrar tres teoremas los cuales
le serian de utilidad para resolver nueve problemas, de los cuales siete seran descritos mas

adelante.

Es importante, resaltar que Liouville no dio un enunciado a estos teoremas,
simplemente se limitd a dar tres ecuaciones (A), (B), (C) con algunas restricciones.
Ademas, existe una clara dependencia de las ecuaciones (B) y (C) con respecto a (A), lo
que hoy en dia podriamos conocer como corolarios, por lo cual es de vital importancia

comprender la demostracion del primer teorema.

Teorema A. Sea ¢(x) =Y A, e™ con m < 0 o al menos de la forma —p +

gv—1lcon—p <0;u € CTyIl'(p) = fooo e~99#~1 dg entonces se cumple que
W h—_ 1  (* p-1
JFo(x)dx =TT Jo ¢(x+a)at " da (TE) (A)
Para probar este teorema Liouville partio de la integral
Iy ¢(x + e)attda (2.1)

la cual la denotdé como Z. Ahora bien, como ¢(x) = Y A,, e™*, entonces ¢(x + a) =

Y A, e™*+9 y gl sustituir esta igualdad en (2.1) se concluye que
Z=["% A, "Dt 1dq. (2.2)
Y al intercambiar el orden entre [y ¥ en (2.2) se obtiene que

Z =% Ane™ [ emat1da. (2.3)
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Por otro lado, al considera la sustitucion ma = —6, ma un ndmero negativo, en la

integral
fooo e™atlda,
se llega a la igualdad

Iy e~®or1ap

fooo eMgh—1dq = (—DH — ’ (2.4)

dado que I'(u) = f0°° e 9671 e, al sustituir esta igualdad en (2.4) da como resultado

[ emeqrdg = ST, (2.5)

m#

y al multiplicar ¥} 4,, e™ en ambos lados de (2.5) se obtiene que

YA, em f0°° emagh—1gg = CDTEEAme™ (2.6)

mH

Por otra parte, si ¢(x) = X 4,, e™* entonces al integrar esta igualdad aplicando la definicion

expresada en (1) se tiene que

()t = E4me, 2.7)
asi, al sustituir en (2.7) en (2.6) se llega a
YAy e™ [Tem bt da = (DT (W (x)dxt,
lo que es equivalente a
Jy LAm et Oak  da = (~DFT (¢ (x)dx*.
Llegando a lo que finalmente se queria probar

f;o P(x+a)at lda
(=DHT(W

= [Fp(x)dx*.

El segundo teorema dado por Liouville nace con la necesidad de diluir algunas de
las restricciones planteadas en el Teorema (A). Por ejemplo, que u sea positiva, lo cual
da validez a las integrales desarrolladas anteriormente; y que ademas m es esencialmente

negativo.

Ante los argumentos antes expuestos, Liouville propuso una alternativa para el

. . .z aH z
€aso en que u sea negativa, es decir una ecuacion para % En este caso él propone,
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que se considere un nimero entero n mayor que p y p el nimero fraccionario que se debe
restar de n para obtener u. Es decir, se cumple la igualdad entre indices 4 = n — p con p

un namero positivo. En conclusion el segundo teorema es

ate(x) 1 o d"p(x+a) p-1
an = oy o @ @ e (TE) ®)

Para probar este teorema, se parte del el hecho que si u = n —p entonces se

cumple que

alex) _ d"Pox) _ d"fPp(x)dxP
dxH dxn—p dx™ ' (2.8)

Y al hacer u = p en la formula (A), lo cual es posible puesto que ambos son positivos se

obtiene
— 1 o -1
Po(x)dxP = IS Jy ¢(x+a)aP  da, (2.9)

finalmente, al sustituir (2.9) en (2.8) se concluye que

dte(x) 1 odl(x+a) 51
dxt  (-1)P(p) fo an ¢ aa,

que era lo que se deseaba probar.

Es importante precisar que a partir del Corolario (B) Liouville resaltd que una
derivada fraccional puede expresarse en términos de una integral definida. Lo cual es un
aspecto relevante dentro del célculo fraccionario. Ademas, que los teoremas (A) y (B)
permiten calcular los indices derivados de la funcion ¢ (x) sean negativos o positivos,

excepto cuando ¢ (x) sea cero.
Para el tercer corolario, Liouville plante6 la sustitucion x por x2 y a por 2 en la
., . f 2d
ecuacion del Teorema (A) lo que dio como resultado (note que da equivale a 7“ en esta
sustitucion)

FoONACI = s [y $(x? + aP)a? T da.

La cual al reescribirla concluye en el Corolario (C)

fooo p(x* + a)a** tda = —(_1):F(M) fooo d(x* + a®)a** da. (TE) (©)
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3.3 Aplicaciones del célculo fraccionario

En esta seccion se describiran algunos problemas descritos por Liouville, en los cuales se

muestra la aplicabilidad en este nuevo calculo en tres disciplinas

3.3.1 Problema 1: construccioén de la curva AMB

Il s'agit de tracer une courbe A M B (fig. 1*¢) qui jouisse de la propriéié
suivante.

On mene une ordonnée quelconque M P de cette courbe, et on décrit une
varabole P Q R ayant son sommet au point P, son grand axe sur Ox et son
varametre = 20 P = 2 x. Puis on construit une troisiéme courbe PNV dont
l'ordonnée soit pour chaque abeisse le produit des ordonnées correspondantes des
deux premieéres, en sorte que NS — B S x Q.

Cela posé, on demande que l'aire indéfinie x P NV soit constante et égale
a a* pour toutes les positions de l'ordonnée M P.

Figura 3: enunciado del problema 1.

Este problema consiste en dibujar una curva AMB (ver figura 4) que satisface las

siguientes condiciones:

Cualquier ordenada MP de esta curva describe una parabola PQR con vértice en el punto
Py su eje mayor sobre el segmento Ox con medidas igual a 2|OP| = 2x. Lo anterior,
permite la construccién de una tercera curva PNV, cuya ordenada para cada abscisa es
el producto de las ordenadas correspondientes NS = (BS)(QS). Asi, al construir la
tercera curva se requiere que el area bajo la curva de PNV sea contante e igual a a?

para todas las posiciones de la ordenada MP.

Para la construccion de la curva AMB bajo las condiciones antes mencionadas,
Liouville recurrié a aspectos del célculo fraccionario, especialmente hizo uso de la
expresion (1.7) y el teorema (A). Ademas, considera las siguientes igualdades |OP| = x,
MP = ¢(x) y tomando desde cualquier punto P la longitud |PS| = a, donde la ordenada
BS sera ¢(x + a). Por dltimo, Liouville menciona que la ordenada QS de la parabola
sera por la naturaleza de esta curva v2xa, dado que el medio parametro se supone igual

a OP; asi por hipotesis se obtiene la igualdad
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NS = (BS)(QS) = ¢(x + a).V2xa

Figura 4: representacion grdfica del problema 1.

Por otra parte, el area bajo la curva de PNV por los principios de calculo integral

(CC) podra expresarse como
fooo d(x + a) V2xa da,

y dado que esta area siempre se debe mantener constante e igual a a2, a medida que P

varia se obtiene la igualdad
fooo d(x + @) V2xa da = a?.
Que es equivalente a
fooo¢(x+a)\/ada =\771x. (3.1)

Ahora bien, el objetivo de este problema es encontrar la curva AMB que satisface
las condiciones mencionadas, lo cual es equivalente a encontrar la expresion f(x) o ¢(x)

que representa la ordenada esta curva. Asi, Liouville consideré una expresion que
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vinculara los elementos involucrados en la ecuacion (3.1) y la funcion ¢(x), los cuales

pueden verse relacionados al utilizar el teorema (A) parau = 3/2.

En efecto, al considerar u = 3/2 en el teorema (A) se obtiene la siguiente
expresion:

1

()

P2 (x)dx? =

fooo d(x + a)a’?da,

que es equivalente a
3/2 3/2 _ _ 1 ®
PB2p(x)dx3/? = 0 J, ¢(x + a)Vada. (3.2)

Por otro lado, al evaluar u = 3/2 en la funcion Gamma (CC)

P() = [ e0Fan = 1y

2 2

al realizar una trasposicion de términos y sustituir el resultado anterior en (3.2) se llega
a

[ ¢ x + ayada = ST 2 (x)dx? 2, 3.3)
Asi, por transitividad entre (3.1) y (3.3) se obtiene que

V-1V 3/7 3/2 _ >
2 f d)(.X')dx _m

o lo que es igual

2a? 1
PrRrx)dx3? = \/_—Cllﬁ WAL (3.4)

dado que, la integral y la derivada se consideran inversas, (3.4) puede verse finalmente

reescrita como

Vi E(F)
a x
¢ = == ok (3.5)

En efecto, al emplear el resultado dado en (1.7) conn = 1/2y u = 3/2 se obtiene que

3
a2(7) (e
E O
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3
()

dx3/?

que al calcular los valores ['(2) =1y T G) = +/mr; y al sustituir el valor en (3.5)

se concluye que

V2a? 1

m  x?

P(x) =

(3.6)

lo cual da respuesta al problema planteado.

En relacion a la solucion de este problema Liouville desarroll6 y mencioné dos

aspectos importantes.

El primero es la verificacion de la solucion dada a este problema, es decir que la
V2a?
s

funcién ¢ (x) = xiz satisface las condiciones mencionadas. Para ello, Liouville probo
que el valor del lado derecho de la ecuacion (3.1) es idéntico al del lado izquierdo. Asi,
para probar esto él evalla ¢(x + a) y sustituye este valor en (3.1) para después calcular

la integral definida, demostrando que el lado izquierdo y derecho de (3.1) son idénticos.

El segundo aspecto, tiene que ver con algunas generalizaciones que se pueden
presentar a las condiciones dadas al problema. Entre ellas que la curva PQR no tiene que
ser necesariamente una pardbola, dado que el problema hubiese podido considerar
cualquier otro tipo de curva y tener solucién. Otra generalizacidn, es que el area bajo la
curva de PNV no se consideré igual a una constante, sino igual a una funcion arbitraria

F(x). Lo que daria como resultado una funcion ¢ (x) que seria la diferencia fraccional de

., . F
una funcién conocida %

Finalmente Liouville hizo una apreciacion importante, y es que la mayoria de
problemas fisico matematicos que son solucionados empleando el célculo fraccionario,
dependen fundamentalmente de una cuestion similar a la tratada en este primer problema
(condiciones bajo la cual se da cierta relacién) y la de encontrar una funcién arbitraria
¢ (x) precedida bajo el signo [. Mostrando asi, que las propiedades de los diferenciales

con cualquier indice estan vinculadas a las teorias matematicas mas espinosas y Utiles.

3.3.2 Problema 2: accion de un polo sobre un hilo de corriente eléctrica

Este problema tiene una aplicacion directa en fisica, particularmente en electrodinamica.
El objetivo es determinar la funcién distancia a la cual se ubica un polo magnético (P) del

elemento L que pertenece a una linea de corriente MM’. Donde el polo P actua sobre el
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elemento mm' del hilo conductor que une los extremos de una pila de Voltay L es el

punto medio de mm' como puede apreciarse en la figura 6.

Les diverses parties de la droite MM indéfinie dans les deux sens (fig. 3),
exercent sur le point P une action dont la direction est normale au plan PMAM';
ces actions s'ajoutent pour Sformer une résultante aussi normale a ce plan, et

. . I . ' °
dont on suppose que lintensité est une fouction connue — de la distance
PA =y et plus genéralement une fonction f(y).
XXI* Cahier.

On sait en outre que l'action d'un elément mm' sur P est proportionnelle
v . ’ . .
a mn', au sinus de l'angle Plm', et a une fonction @ (r) de la distance PI
ou r.

Cela posé, connaissant f(y), on demande de trouver ¢ (r).

Figura 5: enunciado del problema 2

Bajo este contexto el problema es el siguiente:

Las diversas partes de la linea MM' indefinida en ambas direcciones (Figura 6), ejercen
sobre el punto P una accidn cuya direccion es normal al plano PMM' estas acciones se

suman para formar una resultante normal de este plano, y cuya intensidad se supone que

es una funcién conocida 5 de la distancia PA = yy mas generalmente una funcion f (y).

También se sabe que la accion de un elemento mm’ sobre P es proporcional al seno del

angulo Pim’, por la funcion ¢(r) de la distancia P1.

Esto plantea, sabiendo f(y) y se pide encontrar ¢(r).
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m'+ ~ -

Figura 6: representacion grdfica del problema 2.

Para Liouville solucionar este problema en primer lugar mencion6é que se esta
basando en un resultado ya conocido (CC), es decir parte de un experimento realizado
por el gedmetra Laplace, en el cual ya se encontré el valor de ¢(r) = riz La diferencia
fundamental entre el planteamiento de este problema por Laplace y Liouville, es que
Laplace supone que el comportamiento de la funcion ¢(r) es de la forma r™ mientras
que Liouville dejé el valor de ¢ (r) enteramente indeterminado, aludiendo que suponer
que ¢ (r) es de la forma r™ es una suposicién inutil, dado que se puede encontrar el valor

de esta funcion sin realizar esta suposicion.

Ahora bien, para Liouville solucionar este problema considera las siguientes
igualdades AL = s, mm' = ds, 4PLm’ = 6 y la acciéon de mm’ sobre P sera segun la

hipdtesis del problema es igual a
¢(r)sin O ds. (3.7)

Ademas, si se observa el triangulo rectangulo ALP (figura 6) y empleando el teorema de

Pitagoras se tiene que
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ALor =./s%2 +y? (3.8)

: y
sinf = Nrea (3.9

Por lo tanto, al sustituir el valor de (3.9) y (3.8) en (3.7) se tiene que

y ¢(vs2+y2)

¢(r)sinf ds = g

ds (3.10)

Para determinar esta accion y la de los otros elementos sobre el plano Pmm' basta

con afiadirlas para obtener una resultante, que debe ser igual a f(y).
Asi, la integral

foo y—¢( 47 ds

-0 [sZyy?
debe ser igual a f(y); y como integrar de —oco y oo es equivalente al doble de la integrar
de 0 a o por la simetria del suceso. En consecuencia, la expresién anterior se puede

representar como

ZIOm%JTZ;yZ)dS=f(y),

que es equivalente a

0y ¢(VsF2) | f@)
fO —W ds —7 (311)

. V2 +y? . .
Note que, el cociente % es una funcion de /s2 + y?2, por lo cual Liouville
s2+y

considera la expresion

d(+/s2+y? 2
H7) Ty) =F((/s7+2)), (3.12)
al sustituir el valor de (3.12) en (3.11) se llega a
*® 2 2 _f»
fo F(s*+y“)ds = 2 (3.13)

Por otro lado, al emplear el resultado del teorema (C) presentado en la seccién anterior

1 - -z
paras = a,x =yyu =7 se obtiene la ecuacion
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(2G4 yas = G gro a3 (3.14)
por transitividad entre (3.13) y (3.14) y como [’ G) = /m se llegaa
LR A =12 (3.15)

Al considerar la sustitucion z = y?, (3.15) se puede reescribir de la forma

VI r0)

[2F(z)dzz = = 7

(3.16)

y al realizar la derivada un medio a ambos lados de (3.16) da como resultado

fW2)
N el
F(Z) = - ﬁ c(lz\gz)' (317)

Por otra parte, al sustituir el valor de (3.8) en (3.12) se tiene que
o) _ F(r2 — 2
ER=F@?)o¢(r) = rF(r?) (3.18)

al cambiar 72 por z que es permitido, la expresion (3.18) se puede reescribir como

P =—r 2 (3.19)

que es la ecuacién que da solucion al problema planteado.

Al emplear la ecuacion anterior para el caso de esta naturaleza, es decir para
i
f@r)=-.
Entonces, la expresion (3.17) puede verse expresada como

V=1 45
F(z) = _ﬁdz(l/)Z’

(3.20)

dado quesi f(r) = f entonces f(\/E) = le y empleando la definicion dada en (1.2) para

U= %se obtiene de (3.20) que

V=1 V1)

F(z) = - I z3/2

ComoT (%) = %\/E ysir =z (z3/% = r?) laigualdad anterior queda expresada como
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) 1
F(T )=ﬁ

y al sustituir este resultado en (3.18) se tiene

1

p(r)=r.—

2r3’

Ilegando finalmente a

)= >
r)= —
¢ 212
que era lo que se desea encontrar.

Respecto a este problema Liouville mencioné que se encuentra un resultado ya
conocido y avalado por todos los fisicos. Es decir, que la accién de un polo magnético
sobre un elemento de corriente eléctrica se ejerce en proporcion inversa al cuadrado de la

distancia r, y si se representa la accion total del MM’ sobre el polo P por una funcién de
y distinta de 5 no se obtendria el resultado ¢(r) = # Sin embargo, en cualquier caso

usando el calculo fraccionario se encontraria el resultado.

3.3.3 Problema 3; atraccion entre dos lineas de corriente

Les divers élcmens mm' de A B (fig. 4) exercent sur les élémens nn’ de A' B’
une action dirigée suivant II' et représentée par la formule :

dsds’ @ (r) (1 -+ (k—1) cos*8);

4 . il P . ,
on connait Texpression — de la résultante de ces actions : cela posé, on demande
y

quelle doit étre la fonction @ (r) pour satisfaire a cette condition qu'on impose
a la résultante.

Figura 7: enunciado del problema 3

Este problema tiene una aplicacion directa nuevamente a la electrodinamica y puede ser
considerado una generalizacién del problema anterior. Es decir, esté también tiene como
objetivo determinar la funcién distancia entre dos elementos que interactdan bajo ciertas
condiciones. Especificamente, el interés de este problema es determinar como varia la

distancia cuando interacttan dos hilos de corriente, como puede apreciarse en la figura 8.
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Ademas, como en el problema anterior el propdsito de Liouville es probar un
resultado ya conocido por los fisicos, empleando los fundamentos tedricos del calculo
fraccionario. Estableciendo una vez mas, algunas diferencias con los procesos ya
realizados por otros medios o fundamentos tedricos, como por ejemplo suponer que la

funcion ¢ (r) es de la forma r™.
En este sentido, el problema tres es el siguiente:

Los diversos elementos mm' de AB (figura 8) ejercen sobre los elementos nn' de A'B'

una accion dirigida I1' que es representada por la formula
dsds'¢p(r)(1 + (k — 1)cos?6).

Donde la expresion t es la resultante de estas acciones, pregunto cual debe ser la funcion
y

¢ (r) para satisfacer la condicion que imponemos a la resultante.

my e
8
~ Qi
ds ~ -
~ - r
mi =~ - 4"
-~ -
S -~ |:|
- o] e
B . ds
3 n
A
L]
A

Figura 8: representacion grdfica del problema 3.

Considerando, la simetria de la figura 8 es claro que la resultante actuara
perpendicularmente a la direccion comun de las corrientes. Asi, al descomponer I'L segun

la accion de mm' sobre nn', para ello se multiplica por sin 8 y se tendra

dsds'¢p(r)(1 + (k — 1)cos?0)sind
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como resultado. Ademas, al integrar esta cantidad en toda la extension de las dos
corrientes, es decir con respecto a s de —ooa oo yconrespectoas’'des’ =0as’ =1se

tendré que la fuerza con la que A’'B’ es atraida por AB sera:
fol ds’ ffooo d(M)(1 + (k — 1)cos?0)sinb ds,
lo que es equivalente a

21 [°p(r)(A + (k — 1)cos?8)sing ds,

21 [ p(s2+y?) (1 +(k—1) %)Jsi_yzds. (3.21)

Dado que, al observar las caracteristicas del triangulo /LI’ (figura 8) y al denotar a IL por

sy I'L por y se tiene que

s . y
r=,/s?+y? cosf =JT_yzysm9 =Tor

Ahora bien, por hipotesis del problema la expresion (3.21) debera ser igual a%

que es la resultante de la accion de AB sobre A'B’, y al cancelar unos valores se obtienen

la ecuacion

<L~

[ee] 52 y
2[¢o(s? +y?) (1 +(k—1) m)\/T_yzdg =1 (3.22)
de la cual se deducira el valor de la funcion ¢.

Al emplear un razonamiento similar al del problema anterior para la expresién

o(Vs2+y2) . . . -
e Liouville denoto por F una funcion que cumple con la caracteristica de (3.18)
obteniendo que
[c2 2
?(777) = F(s? + y?).

Por lo tanto, al sustituir este valor en (3.22) se tiene

fooo (1 +(k—-1) < )F(s2 +y2)ds = — (3.23)

s2+y?2 2y?’
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donde al aplicar la propiedad distributiva al lado derecho de (3.23) se evidencia que jz

es igual a la suma de las dos integrales definidas

fooo F(s*+y?)ds,

oo s2F(s?+y?)ds
s2+y?

(k-1
Las cuales, pueden ser trasformadas en integrales fraccionarias considerando el resultado

1 3 - 1 .
del teorema (C) para u = 5 Y u = - respectivamente. Parau = 5 se tiene que

2R +y?) ds = TR R a0m)E, (3.24)

3 .
y parau = > se tiene que

[ F(s? +y?)stds = —2 F( O ey gy

Asi, al considerar el instante en que se calcula la intensidad total, la distancia r y y seran

similares dandose la igualdad

I R L T (3.25)

Dado que I’ (Z) = %L‘ G) al sustituir los valores de (3.24) y (3.25) en (3.23) se obtiene

como resultado

O + 2 aga = 3.26
f (y9)d(y*)z + f_ %) \/_1]:(5)3/2 ( )
y al sustituir y2 = z la expresion (3.26) se presenta como
H 3 F(z) . i
j_F(z)dzz +—12 dzz = —\/—_H“(%)z . (3.27)
Al derivar fraccionalmente para u = % a ambos lados de (3.27)
F(z) + 25 (52 dz = (3.28)

22\/—

La expresion (3.28) puede ser representada como una ecuacion diferencial lineal

no homogeénea, considerando la sustitucion f?dz = P, reescribiéndose (3.28) como
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dp N (1 — k) p i
7z — =
dz 2 22Nz

la cual da como solucion

C i 1

F(z) ;  _
POl = am G

(3.29)

como C es una constante arbitraria, al derivar a ambos lados de (3.29) y de multiplicar

por z a ambos lados de la igualdad se llega a

_ _(a-Kc 3i 1
F(z) = it 2(k+2) zVz’

2z 2

(3.30)

Cambiando z por 2 y recordando que ¢ () y F(r?) estan relacionados por la expresion
(3.18) se concluye que
() =1.F(r?)

(1-k)C 31
o) =7 (= 55% *+ )

2(k+2) 73
_ _(a-Kc 3i 1
¢(r) = 2k T 2k 12 (3:31)

Que todavia contiene una constante arbitraria.

Respecto a la solucion de este problema Liouville mencioné algunos aspectos
importantes y que de una u otra forma se ven involucrados en el desarrollo del célculo

fraccionario como lo discutiremos més adelante.

Entre los comentarios dados por él, en primer lugar destacé que las construcciones
tedricas utilizadas para desarrollar este problema no son suficientes para encontrar la
. 1 -
funcién ¢ (r) o al menos como se esperaba ¢(r) de la forma — Por el contrario se
encontré que el comportamiento de esta funcion puede ser ademas de este orden, y de

1 . .
orden — el cual es positivo cuando k > 0, y cuando k < 0 el comportamiento entre las
dos lineas de corriente genera una fuerza de repulsion.

Otro de los aspectos que Liouville menciond, es que el sefior M. Ampere nunca
afronto la dificultad de la constante arbitraria, dado que él de entrada suponia que el

comportamiento de la funcién ¢ (r) era de la forma Ar™. De hecho, si eso se diera el valor

de C seria igual a cero y el valor de ¢(r) dado en (3.31) quedaria reducido a
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3i

¢ =572

que es el valor aceptado por todos los fisicos. Sin embargo, Liouville opta por no tomar
esta hipotesis que es precisamente lo que hace innovador la resolucion de este problema
con el célculo fraccionario. Ademas de que se perderian generalidades del problema; y
que si se analiza a fondo la accion de la linea de corriente AB sobre A'B’ es cierto que no
se encontraria nada que pueda ser explicado por el valor de ¢(r) en (3.31) si no es que

necesariamente C = 0.

En relacién con el comentario anterior, Liouville decidio probar que la constante
C puede permanecer arbitraria, y que lo plateado en el problema tres sucederia sin

inconvenientes. Debido a, que el término

se destruye asimismo cuando la linea de corriente AB ejerce una accién sobre A'B’.

3.3.4 Problema 4: interaccion entre dos cuerpos el caso de dos
paralelepipedos

Les divers élémens mm' de la droite indéfinie AB (fig. §) exercent sur les
élémens nn' de la droite A'B', dont la longueur = 1, une action attractive
Sfonction de la simple distance II' = r, savoir @ (1); on counait I'expression
de la résultante de ces actions, laquelle est une fouction If (y) de la plus
courte distance I' L == y des paralléles AR, A'B'. Cela posé, on demande
quelle doit étre la fonction @ [r) pour que la force produite entre les deux
droites soit en effet If (y).

Figura 9: enunciado del problema 4

Los dos problemas anteriores estaban relacionados con electromagnetismo,
particularmente con fuerzas de atraccion que emanaban de dos hilos conductores. Estas
fuerzas, no sélo dependian de la distancia sino también de la direccion en la cual eran

ejercidas.

En este sentido, el interés de Liouville en este problema y en el siguiente es

ampliar las nociones abordas en los dos casos anteriores y pasar de la interaccion entre
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elementos infinitamente pequefios (como son las cargas electromagnéticas, que hacen
parte de los hilos conductores) a elementos finitos. El objetivo de esta situacion es
determinar la funcidn distancia cuando interactian dos elementos con masa finita, es decir
se pasa del estudio de fuerzas de atraccion de electromagnetismo a fuerzas de atraccion

universal, en virtud de las moléculas de todos los cuerpos que tienden entre si.

Bajo este contexto, la situacion que planted solucionar Liouville y del cual se

desprenden los problemas cuatro y cinco es el siguiente:

Sea AB dos sustancias materiales, tales que las particulas de A atraen a las de B, y
viceversa. La teoria de su atraccion sera obviamente completa s6lo mientras el siguiente
problema pueda ser resuelto: Dado cualesquiera dos volimenes V, W, el primer
compuesto de la sustancia A, el segundo compuesto de la sustancia B, estos volimenes
V, W se colocan en cualquier posicion relativa, y las fuerzas que seran producidas por

su accién mutua en esta posicién son requeridas.

Para solucionar esta situacion Liouville considerd tres casos: el primero con V'y
W con masas infinitamente pequefias; el segundo con el volumen V con masa finitay W
con masa infinita; y por altimo los volumenes V y W con masa finita. De los cuales se
desprenden los problemas los problemas 4 y 5 que describiremos mas adelante, donde el
problema cuatro corresponde a la interaccion de estos volumenes con masa infinitamente
pequefia y en forma de paralelepipedo y el cinco obedece a la interaccion entre un punto

y una esfera.

Antes de presentar en si el enunciado correspondiente al problema cuatro,
Liouville realizd6 un comentario relacionado con el planteamiento de esté. En este
comentario, hace referencia a que las porciones infinitamente pequefias consideradas,
deben tener ciertas caracteristicas geométricas esto para facilitar los calculos. Respecto,
a estas caracteristicas sefiala lo siguiente: considérese el paralelepipedo P de la sustancia
A, que ejerce una fuerza de atraccion sobre un paralelepipedo Q de la sustancia B; de tal

forma que los lados correspondientes de estos paralelepipedos son paralelos.

Adicional a las condiciones anteriores, Liouville preciso que estudiara la atraccion
entre los paralelepipedos P y Q en dos dimensiones, esto con la finalidad de hacer el
problema mas sencillo. Particularmente, estudi6 la cuestion en que se ha hecho que una

linea indefinida AB (figura 10) actle sobre una linea paralela y limitada A'B’.
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Finalmente, el enunciado del problema cuatro es el siguiente:

Los diversos elementos mm' de la linea indefinida AB (figura 10) ejercen sobre los
elementos uno de la linea A’B’, cuya longitud = [, una accién atractiva que es una
funcion de la distancia simple II' = r, encontrar ¢(r); si conocemos la expresion de la
resultante de estas acciones que es una funcion If (y) de la distancia mas corta I'L = y
de las paralelos AB, A'B’. Esto plantea, preguntamos cual debe ser la funcién ¢ (r); de

modo que la fuerza producida entre las dos rectas es realmente If ().

m4 *E
J" -
—
—
~ - '
m4 ~ - - i
r ~ -
—
L -~
e - -_'.n |
J .
+
Al
L]
A

Figura 10: representacion grdfica de la interaccion entre los lados de los paralelepipedos Py Q con masas
infinitamente pequefias

Para solucionar este problema, Liouville lo primero que realiza es nombrar los
elementos ds, ds’ y los elementos mm’', nn' para obtener
dsds'¢(r).
Acto seguido, determina la expresion de su accion mutua dada por
dsds'¢(r) cos(II'L),

en relacion con su componente a lo largo de la direccion I'L, que es el total de la
resultante. Luego, al hacer IL = s y observado las relaciones del tridngulo rectangulo I1'L

se tiene que
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= Js2 + y2 L) = -~
T s?+y? ycos(Il'L) N
de tal forma, que la expresion de la accion mutua queda representada por

ydsds' —MW)

s2+y2

Note que, la expresion anterior representa la accion de un punto de la recta AB
sobre un punto A'B" y el interés es conocer la accidn sobre todos los puntos de ambas
rectas, asi para conocer esta accion total es necesario integrar en toda la extension de estas
rectas. Particularmente, en los intervalos de —oo a o para ABy de s’ =0as’ = [ para
A'B’. Lo cual por hipdtesis sera igual a If (), obteniéndose la igualdad

- ¢( 152+y2)

ly[_, ds = If ().

s24y2

Que sera equivalente a (3.32) considerando que integral de —oo a oo es equivalente al

doble de 0 a oo, esto por la simetria de la interaccién de las dos lineas,

o
0 Js2+y? 2y

(3.32)

Ahora bien, es importante precisar que la ecuacion (3.32) no difiere de la
expresion (3.11). Regresando, a la solucion del problema relativo a la interaccion de un
polo magnético y un elemento de corriente eléctrica. Por lo tanto, Liouville omitié los
detalles para solucionar este problema, argumentando que son los mismos detalles

abordados anteriormente, concluyendo que la funcién buscada es

T2
d(r) = —r. 12 d(f(r ))
SN PTEVEL

la cual da solucidn al problema cuatro.

Una vez dada la solucién al problema cuatro, Liouville precisé una cuestion
alternativa a la trabajada en el problema cuatro. En esta, considera dos segmentos de recta
A'B"y A" B"' paralelos, y sobre el segmento A’'B’ al realizar la suma infinita de segmentos
de recta A”B"" de la cual se compondra una linea infinita AB. Observandose, que para
esta nueva cuestion recae a la solucion del problema cuatro. El argumento, de los
segmentos de rectas paralelos Liouville lo realiza con el fin de aclarar, que no es necesario

conocer por la experiencia la accién de atraccion, sino sélo el componente de esta accion,
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segun la direccion normal a su direccion comdn, porque s6lo esta componente sirve para

calcular los efectos producidos por la linea indefinida AB.

Al finalizar el estudio del primer caso y las dos cuestiones emergentes
solucionadas mediante el problema cuatro, Liouville da a conocer las siguientes
condiciones para el caso dos: si el paralelepipedo P es infinitamente pequefio, pregunta
acerca de su accién sobre un elemento de Q, conociendo la accion de P sobre el volumen

total Q en todas las posiciones posibles.

Para solucionar la cuestion planteada en el caso dos, Liouville pone en
consideracién lo siguiente: imagine un plano indefinido, que divide el espacio en dos
partes iguales, y en una de esas partes se ubica P y en la otra se llena el espacio con el
material B formando un sélido indefinido y en el cual estd inmerso Q. Calcular la fuerza
de atraccidn o de repulsion sobre P sera facil, porque siempre el sélido indefinido se puede
dividir en una serie continua de paralelepipedos todos iguales a Q, paralelepipedos cuya

accion sobre P es un dato dado del experimento.

Acto seguido, supone que la accion del solido indefinido que es atractiva o
repulsiva, esta representada por una funcion F (x) de la distancia x desde el punto P hasta
la cara extrema de este s6lido; la distancia x que se cuenta en la perpendicular bajé del
punto P en esta cara. De hecho, es evidente que la accion del sélido indefinido puede

depender s6lo de la longitud x, y por consiguiente debe ser una funcién de x.

Después, represent6 a ¢ (r) como la accion desconocida, ejercida a una distancia
r por el sélido P sobre un elemento tomado del s6lido indefinido y cuya masa seria i y se
debe encontrar el valor de ¢(r) de modo que la resultante de todas las acciones

elementales sea F (x).

Para ello, se dirige por el punto P una perpendicular a la cara extrema del solido
infinito, cuya cara lo separa del vacio del espacio restante, designando O como el punto
en que esta perpendicular cruza la cara en cuestion; y de acuerdo con la notacion adoptada

ahora se tendra OP = x.

Al extender el eje OP una longitud OM = y, e imaginar que por el punto M, pasa
un plano normal a POM, paralelo a la cara extrema del sélido infinito. Sea N cualquiera

de los puntos de este plano a una distancia comin MN = z de M. Todos los puntos N
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estardn en un circulo descrito alrededor del centro M con un radio z, y su distancia al

pequefio volumen P serd la misma para todos, e igual a 1/ (x + y)2 + z2 = r.

Al imaginar el circulo anterior como la base de un cilindro infinitamente pequefio
que tiene altura dy y cuyos bordes son paralelos a POM, entonces se realiza otro cilindro
similar al primero, pero que lo rodea, especificamente este nuevo cilindro tendra como
base un radio z + dz, formando un anillo circular entre estos dos cilindros con volumen
2nzdydz; ademas, todos los puntos situados sobre este anillo estaran a una distancia r
de P.

La accion de este anillo sobre P se puede encontrar, observando que a causa de la
simetria de la figura, es dirigida segun POM y por lo tanto es necesario tomar la accion
de cada molécula de este anillo, asi para conocer ¢ (r) hay que multiplicarlo por ? para
descomponerlo a lo largo de la linea POM, lo que da como resultado “7y¢(r), luego al
sumar las cantidades % ¢ (r) extendiendo esta suma a todo el anillo circular; esta Gltima
operacion equivale a multiplicar “Tycp(r) por el volumen 2mzdydz del anillo. Por lo

tanto la accion de P es an"LTyd)(r)zdydz. Ahora, al integrar esta expresion en los

intervalos z = 0,z = oo,y = 0,y = co encontramos

21 fooo [22Y ¢ (r)zdydz.

0 r

Que es la fuerza total con la que el sélido indefinido atrae el paralelepipedo P. La cual

por hipotesis debe tener el valor F (x), llegando a la expresion

2m [ [ p(r)zdydz = F(x)  (3.33)

0 r

Las integrales definidas del primer miembro de la ecuacion (3.33) se pueden
transformar sin dificultad, a integrales relacionadas con la variable x. Esto, derivando dos

veces y poniendo dF (x) = F'(x)dx; dando como resultado

Fl(x))

p00 = 2205)

dx
un valor muy simple, que resuelve la pregunta propuesta cuando es posible.
Como se puede apreciar el valor anterior, solo contienen diferenciales ordinarios

lo cual no muestra la aplicabilidad del calculo fraccionario. Sin embargo, si el sdlido
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indefinido no fuera homogéneo, la cuestion se haria mas complicada y dependeria de

derivadas fraccionarias.

En consecuencia, Liouville supone lo siguiente: que la densidad del solido
indefinido en lugar de ser la unidad en todos los puntos, sea proporcional a z, y se

1 . -/ - s sz
represente por - z. Asi, la ecuacion que soluciona el problema con esta nueva condicion

es el siguiente

w [ [ 22 (r)z2dydz = F(x).  (3.34)

0 r

Designado, como caracteristica f una funcion nueva y desconocida, es valido considerar

[ ¥R 22dz = f(x + ), (3.35)
expresandose (3.34) como
[ e+ Yf(x+y) = Fx). (3.36)

Luego, al considerar la sustitucion x +y = a, dy = da en la ecuacion (3.36) se

podra representar como
nfxoo af (a)da = F(x),
y al derivar a ambos lados en términos de x se tendré que
mxf (x) = —F'(x),
donde

—F'(x)
X

fx) =
encontrando la funcion f (x). Ahora bien, al cambiar x por x + y, se tendra que la funcién
f(x+y)seraigual a

—Frix+y)
n(x+y) '

fx+y) = (3.37)

y al establecer una transitividad entre (3.35) y (3.37) se tendra

0 @) 2 _ —Fr(x+y)
Jy —z°dz = e (3.38)

ecuaciénen laque r =/ (x + y)? + z2.
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En la ecuacion (3.38) el binomio x + y juega el papel de una sola letra, por lo cual

Liouville cambia x + y por v, reescribiéndose (3.38) como

o ¢p(VvZ+z2) o . —FI(v)
Jo “amm P =

Adicionalmente, la ecuacién anterior puede verse aun méas simplificada haciendo

B2 =y,

explicitamente, para el caso en cuestion

Vv2+z2
4)(1:;-':;2 ) — L|J(_V2 + Zz)-
Asi, (3.38) quedara reducida a
© 2 2y 24, — —F'(v)
Jo (v? +2%)z%dz = — (3.39)

en donde una vez conocida y(x), se podra deducir ¢(x) que es la funcion que resuelve

este problema.

De hecho, para encontrar y(x) es necesario recurrir a los principios del nuevo
calculo para trasformar (3.39) en otra ecuacion diferencial fraccionaria, particularmente
al teorema C mencionado anteriormente. Por lo tanto, tomando u = 3/2 en C se tendra

la igualdad
[ W2 + 22) 22dz = - T E2g (A (v?)2,  (3.40)

al sustituir (3.40) en (3.39) se tendra que

S (v d(v?): =

—FI(v)
v '

concluyéndose que

4 d3/2[F'_(V)]

Y2 ==L

d(vz)% .
Como ¢(r) = rP(r?) se llega a

F'(r)
e

V-1 d(TZ)%

Y2 =
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que es la formula que resuelve el problema propuesto.

La derivada indicada en el segundo miembro de la ecuacion anterior debe

realizarse con respecto a r2, donde r2 es la variable independiente. Para esto, Liouville

considera establecer r = /z para diferenciarse respecto a z y luego cambiar z por r? se
tendré el valor exacto de ¢ (r) empleando el nuevo calculo, resaltando que no es facil

Ilegar a él de otro modo por un proceso mas simple.

Ahora se considera el caso numero tres en cual se plantea que los dos
paralelepipedos tienen volumenes finitos. Este caso Liouville menciond que es facil de
traer de vuelta el caso anterior. Para ello, primero se dibujara un plano paralelo a una de
las caras de P, que dividira el espacio en dos partes, una en la que se encuentre P, la otra
concebida homogénea y llena de un material similar al del segundo paralelepipedo Q. Asi
se formara un solido infinito cuya accion sobre P es fécil de calcular. De hecho, este
solido puede dividirse en una serie continua de paralelepipedos iguales a Q, que tienen
sus bordes homologos paralelos a los bordes de P. La accion de P y de cualquiera de estos
paralelepipedos en los que se divide el sélido infinito, es conocida por la experiencia,
deduciéndose de ella, por métodos ordinarios, la accion total ejercida sobre P por el sélido
infinito.

Si por el centro de gravedad de P se pasa una perpendicular hasta la cara extrema
del sélido infinito, esta linea sera paralela a cuatro de los bordes de P y se deslizara estos
bordes de modo que el centro de gravedad del paralelepipedo P, al que pertenecen, tiene
un movimiento ininterrumpido a lo largo de la normal que se menciond, y que ademas no
hay alrededor de este normal ningin movimiento de rotacion, generandose asi un sélido
indefinido en cierto sentido, que termind por un lado en un plano paralelo a su superficie
extrema del solido grande infinito, es decir, en el plano de la base que, en la posicion
inicial del paralelepipedo P, estaba méas proximo a este gran solido, y ademas limitado
lateralmente por las caras laterales indefinidamente extendidas del paralelepipedo P en su
posicion primitiva.

En relacion con lo anterior Liouville menciond que para formar una idea del solido
infinito formado de la materia Q y del solido alargado generado por P, al proyectar
nuestros ojos en la figura 11, donde se presenta la situacion mencionada reduciéndose las

cosas a dos dimensiones para simplificar.
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Figura 11: representacion grdfica en dos dimensiones del sélido infinito formado de la materia Q y del sdlido
alargado generado por P.

Por lo tanto, se debe comprender a la linea KL como la traza de un plano y que lo
que la esta a la derecha de este plano esta lleno del material Q. En cuanto al rectangulo
EFGH esté es indefinido en cierto sentido, y toma el lugar del paralelepipedo alargado
producido por el movimiento de P; su cara EF es un rectdngulo paralelo al plano KL en
una palabra, EFGH es su proyeccion en el plano de la figura, y para restablecer su tercera
dimensidn debe considerarse compuesta de una serie de cortes paralelos e iguales a EFGH

que constituyen su espesor.

Este nuevo paralelepipedo alargado se puede dividir en una serie continua de
paralelepipedos iguales a P, en la que se conoce la accion del gran sélido infinito, se
deduce que siempre sera facil calcular la accién total de este gran solido sobre el
paralelepipedo alargado: esta accion sera una funcion F(x) de la distancia x de las dos
caras paralelas de estos dos cuerpos, contando la distancia x en el comun normal de estas

caras.

Ahora bien, si se cambia x por x + dx, dx siendo infinitamente pequefa, la
accion del paralelepipedo alargado, que esta separado por la distancia x + dx, se

convertiraen F (x + dx).Y ladiferencia

F (x + dx) — F(x) = F'(x)dx,
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sera evidentemente la accion del pequefio sélido de un espesor dx que se obtiene restando
los dos paralelepipedos de su base comin, dx sera el volumen de este sélido elemental.

Entonces

F'(x)dx F'(x)
wdx ~ w

es la accion que seria ejercida por el solido indefinido sobre una molécula que tiene una

masam = 1 que se colocaria a la distancia x, de la cual es facil concluir que al nombrar

~  VFI(x) y T PP .
un volumen muy pequefio — =S la accion del gran sélido infinito sobre w a la misma

distancia que se conoce, es suficiente con encontrar la accion elemental de dos volumenes

infinitamente pequefios, como se ha resuelto antes.

3.3.5 Problema 5: interaccion entre un globo y un punto de su superficie

Soit un point matériel M (fig. 9) placé a la circonférence d'un cercle dont
le diamétre variable M A= x. L'action de la surface du cercle sur le point M
est une fouction connue f(x) de ce diamétre; cela posé, on demande proportion-
nellement a quelle fonction de la distance le point M doit agir sur chaque par-
ticule pour que I'attraction du cercle total soit en effet exprimée par f(x).

Figura 12: enunciado del problema 5

Referente a este tercer caso Liouville considerd nuevas condiciones, particularmente que
sucede si se considera la accion de un sdlido constante sobre otros solidos de forma o
volumen variable de acuerdo con una ley conocida. Esta nueva consideracion conduce al
enunciado del problema cinco, que sera descrito mas adelante; antes es necesario
mencionar algunas cuestiones globales de la situacion que se quiere resolver, y ademas
de conocer de un nuevo teorema presentado por Liouville, esto con el fin de tener una

nueva herramienta tedrica para dar respuesta al nuevo problema en cuestion.

De manera global, la situacién que Liouville abordd es la siguiente: supdngase
que se ha medido la accion ejercida por un globo de una sustancia A sobre un punto M
de su superficie y que esta medida se ha repetido en otros puntos de globos homogéneos

al primero, pero de diferentes rayos, para poseer finalmente la ley segin la cual la

atraccion en el punto M depende del rayo. Esta ley sera una funcion f (x) de radio g
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expresando para cada valor de x la resultante de las atracciones de todas las partes del
solido esférico en M; y se trata de deducir de ella una fraccion elemental de M de un

volumen diferencial de la esfera.

Para solucionar la cuestion anterior, Liouville planted la necesidad de demostrar
un nuevo teorema. Basicamente, este nuevo fundamento tedrico estd representado por

medio de la ecuacion:

ng( x ) dp =@j§%’:)d(x2)% (TE) (D),

0 sen(B) 2

la cual es una trasformacién de la ecuacidn dada en el Teorema A. Adicionalmente, se
menciona que no se presenta un enunciado que acompafie a la expresion D, es decir que
de aqui en adelante cuando se haga referencia al Teorema D, se debe relacionar con la

ecuacion D.

Liouville demuestra el Teorema D partiendo de una igualdad conocida
o L 1
Jo oG+ a)j—% = V=-1nfzp(x)dxz;

que es el resultado de sustituir u = 1/2 en (A). Cambiando x por x2 la ecuacion anterior

gueda expresada como
[7o0% + a)j—; =V_IVae(x)d(x?:.  (3.41).

Después denota una nueva funcion F que esta relacionada con la funcion ¢ por

medio de la ecuacién

F(Vx
o) = 2,
al cambiar x por x?
F(x)
p(x?) = 2
y x? por x? + a
2 _ F(Vx?+a)
p(x‘+a) = e

Luego, al reemplazar el valor de ¢(x? + a) y ¢(x?) en (3.41) se obtiene
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oo F(V 1 1
Jy R0 E = VTVRR SR d: (342).

0 x%2+a a

Al cambiar la variable de integracion a, asi como sus limites de integracién; por una

nueva variable g, tal que f y «a se relacionan de la siguiente forma:

x2

a= tan2(B)’

En consecuencia, da sera

2x%dp

da = = e’ ()

y los intervalos de integracion @ = 0, @ = co cambiarana f = g B = 0; asi al sustituir

los valores anteriores en (3.42) y realizando los respectivos se obtendra la expresion

x )=_\/—_1\/Ex

2 F® (x2)2
sen 2 [2 x2 d(x%)z,

0
J= ap F(
2
que difiere un poco de la ecuacion del Teorema D. Sin embargo, Liouville aludié que

para completar la demostracion, es suficiente con demostrar que al invertir los limites 0

y % se cambia el signo de la integral, llegando finalmente a la ecuacién (D).

Una vez Liouville demostrd esté nuevo teorema, plantea la posibilidad de dar
respuesta al planteamiento inicial. Para ello, él indica que se guio por el paso analitico
empleado en los problemas anteriores, transformando ciertas integrales definidas en
diferenciales fraccionales indefinidas. Sin embargo, para evitar una complicacion
innecesaria en los célculos, reemplazara las esferas por circulos, abstrayendo asi una
dimensién del espacio. Por medio de esta simplificacion, queda s6lo para tratar el

problema de que esta es la declaracion.

En relacion con lo mencionado anteriormente el enunciado del problema cinco es

el siguiente:

Deje un punto material M (figura 13) situado en la circunferencia de un circulo cuyo
diametro variable MA = x. La accion de la superficie del circulo sobre el punto M es una
funcion conocida f (x) de este diametro; es decir, proporcionalmente a qué funcién de la
distancia el punto M debe actuar sobre cada particula, de modo que la atraccion del

circulo total se expresa de hecho por f (x).
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Ahora bien, para solucionar este problema Liouville prolonga el segmento dado
MA = x una distancia AB = dx, Yy lo describe como el didmetro un nuevo circulo cuya
accion sobre M serd f(x + dx). La diferencia entre la fuerza producida por el circulo

inicial y el de la expansion final sera

f(x + dx) — f(x) o f'(x)dx.

Especificamente, la expresion anterior representa la accion ejercida sobre el punto M por

la superficie entre la circunferencia de didmetro MA y la circunferencia de diametro MB.

Figura 13: representacion grdfica del problema 5.

Después, considera dos rayos infinitamente vecinos Mmn 'y Mpq, que forman un
angulo da entre ellos, y un angulo a entre Mmn y la tangente My de los circulos. La
superficie diferencial mpgn tiene como medida el producto de mn por ni, de su base mn

y su altura ni como puede apreciarse en la figura 13. Ademas, se asegura lo siguiente
mn = Mn — Mm = sen(a)da,
ni = Mn.da = xsen(a)da
de lo que se concluye que

mpqn = mn.ni = xsen?(a)dadx.
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Al multiplicar el valor de la superficie mpgn por una funcién ¢(xsen(a)) de la distancia
Mn = xsen(a); este producto expresard la accion del elemento mpgn sobre el punto M.
Y al multiplicar nuevamente esta accion por sen(a) se tendra la componente de MA, es

decir, la componente a lo largo de la direccion de la resultante total.
La componente mencionada, esta representada por la expresion
xsen®(a)p(xsen(a))dadx.

Integrando esta cantidad respecto a a y entre los limites « = 0, a« = m; 0 lo que es

equivalente al doblar la integral @ = 0, a = g se obtendra la expresion de la fuerza con

la que la pequefia superficie entre las circunfereencias con diametros MA y MB actua
sobre el punto M. La cual como se menciond anteriormente es a igual a f*'(x)dx, dando

como resultado la ecuacion
2 [z xsen®*(a)¢p(xsen(a)) da = f'(x). (3.43)

Al multiplicar por x? aambos lados de (3.43) y luego cambiar x por i; esto para acercarse
a lo expresado en la ecuacion (D), se tendra

(P (5 g 1p () e

z2 z

En consecuencia, para dar una integral definida similar a la de la ecuacién (D) se designa

una funcién F tal que:

1

=) =F:

z3

por lo tanto,

sen3(a)¢ (sen(a)) _ F(L)

z3 z sen(a)

Asi, la ecuacion (3.44) se convierte en

2[0317( ~da =—f(2) (3.45);

sen(a) z2 z

y, de acuerdo con la formula (D) el primer miembro de (3.45) es igual a
1 1
V=Vmzfe 2 d (2%,
concluyéendose la siguiente ecuacion en diferenciales fraccionales
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VEIVEEE2d e = 5 1 (2);

Z

lo que da

1
__z_ @)
F(Z) R d(zz)% .

Por otro lado, el objetivo es encontrar la funcion ¢ (x), la cual se encuentra

relacionada con F(z) por medio de la expresion

=0 ()=
Z3 7 - (Z)
establecida previamente. Adicionalmente, se precisa que si se conoce F 0 ¢ se puede

conocer al otro. De esta relacion también se obtiene que
() ==+
() =2F@@

. 1
entonces, al cambiar z por o

)

X

d(x) =

llegando a la formula definitiva

1
__ 1 az[¥fi)]
()b(x) _\/__1\/Ex5 s 3

a(3z)?

que hace conocida la funcién ¢(x), cuya ley elemental de atraccion depende de ella y

que resuelve el problema propuesto.

Por otra parte, Liouville dio apreciaciones importantes en relaciéon con los
problemas resueltos. Mencionando, que estos problemas se refieren a una nueva rama de
las teorias mecanicas, cuyo objetivo era obtener las fuerzas elementales, sabiendo la ley
que sigue una serie regular de los casos individuales, y la resultante de estas fuerzas

elementales.

Mencion6 ademas, que el objeto que se propone en esta parte de su ciencia es
volver de los efectos a las causas. Hay, una cierta analogia entre las investigaciones de

esta especie y este problema general, que es el primero de la dindmica: Dada las leyes de
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un movimiento, determina la fuerza que la produce. Sabiendo que el problema se resuelve
inmediatamente por calculo diferencial, ya que las fuerzas de aceleracion a lo largo de
cada uno de los ejes ox, oy y oz son proporcionales a las segundas coordenadas
diferenciales x, y, z consideradas como una funcion del tiempo. De la misma manera, en
las cuestiones que acabaron de discutir, la ley elemental de la atraccién, que es el
desconocido cuyo valor se busco, se expresa casi inmediatamente en las derivadas

fraccionarias.

Finalizando, con el comentario de que los diferenciales con cualquier orden no
son, un simple juego de analisis, tienen una conexion necesaria tanto con la mecanica,

como con la mayoria de los fenGmenos naturales.

3.3.6 Problema 6: la tautochrone en el vacio

Déterminer la courbe AMB de maniére que le temps employé par un corps
pesant, qui glisse sur cette courbe , & aller de M en A, soit une fonction donnée

S (k) de la hauteur verticale MP =k, qui sépare M de A.

Figura 14: enunciado del problema 6

Un problema clésico y que hace parte del epistemologia del célculo fraccionario es el
problema de la tautochrone; que como se menciond anteriormente fue una la primera
aplicacion de este tema dada por Abel en 1823. Liouville en esta memoria aborda este
problema, solucionandolo de forma alternativa a como lo realiz6 Abel. Dado que
Liouville, utilizé constructos tedricos dados por €l. Y ademas se cree que Liouville no

conocia los aportes de Abel a este nuevo campo.

Antes de enunciar el problema de la tautochrone es prudente revisar tres nuevas
ecuaciones dadas por Liouville; que le fueron de utilidad para resolver el problema en
cuestion. Adicionalmente, es importante precisar que estas igualdades, representan

nuevos aportes tedricos al calculo fraccionario dado por Liouville.

La primera ecuacion a la que Liouville alude es la siguiente:

Lo (D) a-opds = corar+ Dpraen 2 e @

0 xp+2’
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la cual puede ser demostrada desarrollando en los dos miembros la funcién ¢ de acuerdo
con las potencias de su variable. Denotando por ), A,,x™ el desarrollo de ¢ (x) se tiene

que
d(x) = X Apx™,

en consecuencia

6 ™
?(3) =24 ()
Por otra parte, al designar a x como la integral que forma el primer miembro de

la ecuacidn (E), y sustituyendo en esta el valor de ¢ (g) se tiene que
Am 1
xzzx—mfo 0™(1 — 0)P de. (3.46)

Donde la integral folem(l — 6)P df en palabras de Liouville esta incluida lo Legendre

Ilama la integral euleriana de la primera especie; en aras de que ya se sabia de la existencia
de integrales eulerianas de primer tipo y las de segundo tipo (CC). Ademas, esta integral

satisface la igualdad

L ameq _ oy _ M+ (m+1)
foe 1-0) d@-—r(m+p+2) . (3.47)

La cual para la época ya habia sido demostrada por M Poisson segun Liouville.
Al sustituir el valor (3.47) en (3.46) la integral » queda expresada como:

— (_1\p+1 Am  (=1D)7PT'T(m+1)
= (=DPxl(p + 1)me T T(m+p+2)

Donde » puede ser simplificada empleando la ecuacién (1.7) descrita en la seccion 3.1
haciendou = —p—1yn=m+ p + 2 llegando a

dxp+1

= (DT + DI An P S

y al invertir el orden de los signos X y [ se tendra

dxP*l o Am

= (-DP*xT(p+ DT = X0

que no difiere de la ecuacion (E), dado que Zi—ﬁ =¢ G) y que x es el primer miembro

de la ecuacion. Lo anterior demuestra (E).
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Respecto de la segunda y tercera ecuacion que alude Liouville, se menciona que

los resultados son inmediatos de (E). Por ejemplo la ecuacion:
+1
Jy 960 - 8yPd6 = (~1yp 1 XL p1g (N g oxrr2 (TE) ()

. 1 .z
es el resultado de cambiar x por ~en (E). Y la ecuacion:

+1
[Z @01 - 2Pdz = (1P Lp+ DPA (D) poxP? (TE) ()
que es el resultado de cambiar 8x por z en el primer miembro de (E).

Una vez expuestos los nuevos fundamentos teéricos que utilizé Liouville para
solucionar el problema de la tautochrone. Es prudente mencionar las condiciones bajo las
cuales se desarrolla este problema: sea AMB (figura 15) una curva tal que, si se coloca un
corpusculo pesado en cualquier punto M del arco AMB, el tiempo de descenso de este
corpusculo de M en A tiene un valor constante independiente de la altura linea vertical
MP = h,donde M es mas alto que A. Esta curva es lo que se llama tautochrone en vacio.
Adicionalmente, se supone sin alterar la generalidad de este problema que la curva AMB
estd integramente incluida en un plano vertical, encontrando que esta curva es una

cicloide, cuya base es horizontal y cuya cumbre estd en A.

En relacion con lo anterior, el enunciado del problema seis propuesto por Liouville

es el siguiente:

Determine la curva AMB para que el tiempo empleado por un cuerpo pesado que desliza
sobre esta curva de M a A sea una funcion dada f (h) de la altura vertical MP= h que

separa M de A.
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m

Figura 15: representacion grdfica del problema 6.

Para resolver este problema Liouville supone que el corpusculo se ha colocado
sobre la curva, cuya masa es la unidad; en el punto M con una velocidad cero y que al
final del tiempo t estd en m: denota el arco Am por s, y la ordenada vertical mp por x,
esta ordenada expresa la distancia desde el punto m al plano horizontal dirigido por el

. , e - . . s ds 2 ,
origen A. Segun un principio de la mecéanica, la energia cinética (E) del corpusculo en

m debe ser igual a el doble de la cantidad de accion, es decir, igual a 2g(h — x), donde

g es la intensidad de la gravedad (CC). Por lo tanto, se tienen la ecuacion

(£)" = 2(h - )

que se puede reescribir como

ds

dt = —m.

Es necesario poner el signo antes del valor de dt, porque s esta disminuyendo a medida
que t aumenta, ds y dt son de signos contrarios.

Ahora bien, al integrar este valor de dt, se obtiene

1[ ds _ 1[ dx ds
V29 vh—x J2g) Vh—xdx
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y al tomar la integral en los limites x = h, x = 0, es decir desde el punto M hasta el

punto A, se tendra el tiempo T empleado para recorrer el arco AM, dado por

0 dx ds_ h dx ds

J_IJde \/_f\/mmc

De acuerdo con la afirmacion del problema, T debe tener como valor la funcién dada

f (h), observando ademas que el arco s es una funcion de x, y al denotar esta funcion,
como lo desconocido de la pregunta por ¢ (x) se tendra que g = ¢'(x) coincidecon T o

f (h), encontrandose que

h ¢/ d
[ EEE = f (),

- 1 ., .
al hacer x = 6h, y luego se cambia en los h por —en los dos lados ecuacion anterior, se

obtiene que:
1
=J2gvzf (3).  (3.48)
Por otro lado, al usar la ecuacion (E) conp = —% se concluye que

f“”() \/_\/_zr (1); (3.49)

0

y al sustituir el valor de (3.48) en (3.49) se elimina la integral llegando a

1 () - R ()

La expresion anterior puede ser reescrita como:

pe () - TR

V-1Vrz '’
al realizar la derivada de orden un medio a ambos lados de la ecuacion anterior, se llega
a
I f(%)]
vO-2E ew

Respecto al segundo miembro de la ecuacion anterior Liouville menciona, que

esta en es una funcién de z, que siempre es facil de obtener en forma finita, al menos con
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la ayuda de cuadraturas definidas, como se ha visto en ejemplos anteriores (demostracion
Corolario B). Adicionalmente, alude a que supondra que lo conoce y que lo representara

por F(z) llegando a

1

$(;)=F@op'@=F(3),

VA

igualdad que da
$p(z)=[F G) dz.

Cambiando z por x, y observando que el arco s debe ser cero al mismo tiempo

que x es cero, se da que
s0¢(x) = fOxF(i) dx

ecuacion que determina completamente la naturaleza de la curva AMB. Cuando el

-, 1
problema se puede resolver, la funcion F (;) es real, pero cuando los datos de la pregunta

. . , 1 . . .
son contradictorios entre si, el valor de F (;) a veces se vuelve imaginario, para dar un

ejemplo simple, Liouville hace ambos supuestos

1

f(h) = f/—;;

e

i‘| ==

fh) =

h

se tendra respectivamente

VA

RO

después
1
, (1 __\J2gzVzdz(e™?) _ \[2gzVze™*
¢ (3)oF(2) =57 T m
y

1
/(1 __\J2g9zVzd2(e?) _ \[2gzVze®
()o@ = EE T =Y

dzz

Entonces, en el primer caso el problema puede tener una solucién, y en el segundo es

absurdo.
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Si se pregunta por el tiempo T = f(h), utilizando para recorrer AM, sea

proporcional a vh de modo que para dos alturas &, k' los cuadrados de los tiempos T, T

estén entre
T2:T'? :: h: R,

donde f (h) serd de la forma ah, a la constante de proporcionalidad. Entonces se tendré

1 a
rG)=%
y
1)
dz[\/;] _ ad_%_ aVmV-1,
dz% dz% 22z

asi al sustituir el valor anterior en (3.50), da como resultado
4 1 2 .
o' (1) oF(2) = 22,

llegando a

p(x)os = 6{‘/Ex,

2

por lo tanto en este caso, la linea buscada es la que pasa por el punto A.

Liouville, aplicé el anélisis anterior al problema ordinario de la Tautocrona. En

este caso f(h) es una contante T, teniéndose que

1
ir
1 2 dz—=
o' (1) oF(x) = LEE 25
V4 -1V dz2
como
17
dz= Ty,
dz% vz’

concluyéndose que

entonces
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¢(x)05=f;‘%5%:@\/}.

Note que, la ecuacion

2T,/2
s =22y

es la de una cicloide con una base horizontal cuya cumbre estd en A; lo cual concuerda

con las soluciones conocidas del problema de los tautochrone para la época.

Para finalizar este problema es prudente mencionar algunas consideraciones dadas
por Liouville. Entre estas, él hace referencia que se podria considerar el corpusculo
moviéndose en un medio con resistencia, siempre que la resistencia de este medio sea
proporcional al cuadrado de la velocidad, ofreciendo nuevas alternativas al problema
descrito aqui, que es considerado en el vacio. Ademas, Liouville hace referencia que el

problema que la tautocrone trabajado por él depende esencialmente de la formula (E).

3.3.7 Problema 7: construccion de una curva en términos de otras

1] s'agit de trouver {une courbe AB M (fig. v1) jouissant de la propriéte
suivante :

On prend une ordonnée quelconque M P de cette courbe, et on regarde le
pied P de cette ordonnée comme le sommet d'une parabole PQR, ayant PO
vour axe et 2 O P = 2x pour paramétre : on construit ensuite une troisieme
courbe PNV, dont I'ordonnée soit pour chaque abscisse le produit des ordon-
nées des deux premiéres, en sorte que NS — BS x Q.

Cela posé, on demande que I'aire OP NV, comprise entre cette courbe et
les axes des x et des y, soit toujours moiti€ du carré x* construit sur O P.

Figura 16: enunciado del problema 6

Este problema se encuentra dentro del marco de la geometria y como se podra apreciar
mas adelante esta relacionado con la situacion descrita en la seccion 3.3.1. El objetivo de

esté es mostrar la utilidad de la ecuacién (G), presentada en la seccién anterior.

El enunciado del problema en cuestion es el siguiente:
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Se trata de encontrar la curva AMB (figura 17) con la siguiente propiedad. Se toma
cualquier ordenada MP y se observa que P es el vértice de la parabola PQR, con PO
para el eje y y 20P = 2x para el parametro; ademas se construye una tercera curva
PNV, cuya ordenada es para cada abscisa el producto de las ordenadas de las dos
primeras, de modo que NS = BS(QS).

Una vez hecho esto, se define que el &rea de OPNV, entre esta curva y los ejes X y y, sea

siempre la mitad del cuadrado x?2 construido en OP.

R
v Q
A B M
N
0 g P

Figura 17: representacion grdfica del problema 7

Para solucionar este problema Liouville parti6 de lo siguiente: sea MP = ¢(x) la
ordenada desconocida de la curva; a z como la distancia desde el origen O al punto S, es
decir OS = z, dado que S esta entre O y P y por hip6tesis OP = x se tendra que la

distancia PS = x — z; entonces

QS =/2x(x — 2)

por la propiedad de la parabola. Adicionalmente, se tiene que

NS = BS(QS) = ¢(2)y/2x(x — 2).

Por lo tanto, al expresar el area OPNV mediante la integral definida

Iy d(@\2x(x = 2) dz,
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2
y dado que esta debe ser igual a x? por hipdtesis se llega a

[fo@G=ndz =27 (351)

Al hacer p = % en la formula (G) se obtiene que

ooz = I Q)R () s, 65

asi, al sustituir (3.52) en (3.51) y teniendo en cuenta que I’ G) = \g se llega a

—v——wz%%d() s =27

lo cual se puede reescribir como

ji()qb(x)_ 2\/\/_5\/__

- 1 y f .
Al cambiar x por ~en el expresion anterior, se tiene que

2003 (1 =2 V2 o1
[2dx2¢ (;)x RN Y=

la cual, al derivarse con indice 3/2 a ambos lados se llega a

3

.

dx2
que al aplicar la ecuacion (3.1), da como resultado
1\ -3 N
o(1)x = T

4x2

o(3) -2 0400 - 22

X

Por lo tanto, la linea buscada AMB es paralela al eje x y ubicada a una distancia d

de este eje igual a ?’g

Respecto a este problema, Liouville aludio a que es similar al problema descrito
en la seccion 3.3.1 pero difiere de él, en mas de un aspecto. Especialmente en el hecho de
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que el &rea que se esta considerando en este nuevo problema no es ilimitada, como en el

citado anteriormente.
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CAPITULO 4

Conclusiones

Introduccién

En este capitulo se presentan las conclusiones desde tres ambitos. Primero, lo relativo a
la pregunta de investigacion, discutiendo sobre los aportes de Liouville al célculo
fraccionario, contrastandolos con los aportes de otros matematicos anteriores a él.
Segundo, lo relativo a la epistemologia del célculo fraccionario, reflexionando sobre
algunos elementos expuestos en la obra de Liouville, que influyeron directamente en la
evolucion y validacion de este céalculo. Tercero, lo relativo a los problemas descritos en
este trabajo y su posible inclusion en el aula de clases por profesores de célculo
fraccionario, o en el disefio de propuestas de ensefianza con teorias de Matematica

Educativa. Finalmente, el capitulo termina con las implicaciones de esta investigacion.
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4.1 Reflexiones en torno a los aportes de Liouville al calculo
fraccionario

Relativo a los aportes teoricos de Liouville (1832a) se ha decidido presentar estas ideas
en dos secciones. En la primera se discutira los aportes tedricos y en la segunda los aportes
précticos.

4.1.1 Aportes de Liouville desde lo tedrico

Un aspecto fundamental inmerso en el trabajo de Liouville (1832a) en relacién con el
avance historico del célculo fraccionario, es la definicion que él brinda de derivada
fraccionaria. Particularmente, matematicos como Lacroix, Euler y Fourier ya habian dado
definiciones de derivada fraccionaria; sin embargo las definiciones dadas por los dos
primeros eran solo para funciones polinémicas, y el tercero para toda funcion solo si esta
podia expresarse en dos integrales indefinidas. Mientras que Liouville brindé una
definicion de derivada fraccionaria para todo tipo de funcion, si esta se expresa como
una suma de exponenciales. Ampliando las definiciones de Lacroix y Euler, y brindando

un camino alternativo a la definicién dada por Fourier.

Es de resaltar que el resultado de Liouville (1832a) no solo implicé un avance en
la definicion de derivada fraccionaria para cualquier tipo de funcion, sino también para la
integral fraccionaria. Dado que, él plantea claramente que la definicion (1) descrita en la
seccién 3.1 corresponde a la de integral fraccionaria cuando u < 0, brindando un
resultado alterno. Ademas, de que esta definicion fue utilizada para demostrar la derivada
fraccionaria de la funcion f(x) = x™™ lo cual permite validar resultados anteriores a
Liouville, particularmente se valida la definicién dada 13 afios antes por Lacroix para

funciones polinémicas.

Otro de los aportes de Liouville, es el Corolario B descrito en la seccion 3.2, en
el cual se expresa la derivada fraccionaria de una funcién en términos de una integral
indefinida, o mejor aln de una integral fraccionaria. Este aporte es considerado valioso,
dado que, hasta ese momento, ningin matematico en las definiciones dadas habia
expresado esta relacion. Asimismo, mencionamos que el argumento presentado por
Liouville en ese corolario permitié un avance significativo en torno a las definiciones

posteriores de derivadas e integrales fraccionarias, puesto que muchas de ellas reflejan la
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relacion entre la definicidn de derivada fraccionaria e integral indefinida, lo cual puede

verse reflejado por ejemplo en las definiciones de Caputo y Marchaud (ver anexos).

En total Liouville presentd un teorema y seis corolarios relacionados con la
derivada e integral fraccionaria, los cuales fueron descritos a lo largo de la seccion 3.2 'y
parte de la 3.3. Estos fueron introducidos con el objetivo de contribuir tanto a la
fundamentacion teoria de este calculo como a la solucion de los problemas propuestos,

permitiendo comprender la relacion entre lo tedrico y lo practico.

La relacion entre el avance tedrico y practico puede verse reflejada
particularmente en los problemas uno y siete, ambos pertenecientes a la geometria. Puesto
que, estos problemas son de caracteristicas similares, como se puede apreciar en su
descripcion, basicamente su diferencia radica en una de las dos condiciones dadas para
su solucion. Sin embargo, los elementos tedricos utilizados por Liouville para solucionar
estos problemas, evidencian dos alternativas diferentes. Las cuales, constituyen un aporte
significativo al calculo fraccionario, dado que, hasta el momento no habia aplicaciones ni
aportes amplios a su teoria y practica, por lo tanto, en la solucion de los problemas uno y

siete Liouville logré reunir muy bien ambos aspectos.

4.1.2 Aportes de Liouville desde lo practico

Hasta ahora, hemos discutido los aportes teodricos de Liouville al célculo
fraccionario, pero es momento revisar los de corte aplicativo. En este sentido, se hace
necesario precisar que en el trabajo de Liouville se da la primera aplicacion del calculo
fraccionario, hipotesis que se ha validado en este documento. Ademas, se puede apreciar
que Liouville demostrd su aplicacion en tres areas diferentes: la geometria con los
problemas uno, siete, ocho y nueve; el electromagnetismo mediante los problemas dos y
tres; y la fisica mecénica con los problemas cuatro, cinco y seis. Aunque, mas alla de
pensar si hay una aplicacion de este calculo, un aspecto que qued6é demostrado en el la
memoria de Liouville es la necesidad de estudiar y profundizar en este célculo, por su

aplicabilidad en campos de geometria, electromagnetismo y fisica mecanica.

En general, la necesidad planteada por Liouville por seguir investigando y
aprendiendo sobre el calculo fraccionario puede verse reflejada principalmente en los
problemas dos y tres. En los cuales, se puede apreciar que soluciono dos problemas

estudiados y resueltos de forma experimental, sin embargo los argumentos expuestos por
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Liouville son mas amplios, partiendo de que él no restringe las caracteristicas de la
funcion que desea encontrar, dando asi una solucién mas completa en comparacion

cuando no se usaron los constructos teoricos de este calculo.

Otro aspecto importante evidenciado en las aplicaciones dadas por Liouville, son
las falencias teodricas que sus definiciones de derivada e integral fraccionaria.
Particularmente, queremos hacer referencia a la solucion del problema tres en la cual
como se puede apreciar en la seccion 3.3.3, él se topa en la solucion de este problema con
una ecuacion diferencial de orden lineal, la cual al resolverla obtiene una constante de
integracion la cual le causa dificultades. Lo anterior, consideramos que obedece
principalmente a que las definiciones dadas por Liouville son més dificiles de

implementar, cuando se trata de solucionar problemas que implican condiciones iniciales.

Referente, a la situacién apreciada en el problema tres respecto a las condiciones
iniciales podemos decir, que en el desarrollo historico del calculo fraccionario se ve
reflejado. Esencialmente, en la inclusion de las definiciones de derivada e integral
fraccionaria de Caputo, en las cuales se incluyeron definiciones, en las cuales se toma en
consideracién las condiciones iniciales de un problema. Es decir, de una u otra forma el
problema tres mostro la necesidad de avanzar en los constructos teoricos del calculo

fraccionario, desde el punto de vista practico.

Un aspecto que se puede apreciar en los nueve problemas presentados por
Liouville y de los cuales fueron descritos siete en este trabajo, es su objetivo. En general,
los problemas planteados tenian como objetivo encontrar una funcién desconocida,
aspecto que puede verse relacionado con la teoria de ecuaciones diferenciales, que para
este caso serian de orden fraccionario. Sin embargo, en los objetivos generales de la obra
de Liouville nunca hizo referencia a la teoria de ecuaciones diferenciales fraccionarias de
manera explicita. Por lo tanto, podemos concluir que es dificil apartar la derivada
fraccionaria, de la integral fraccionaria y de las ecuaciones fraccionarias, mostrando los
conceptos asociados al calculo fraccionario mas dependientes el uno del otro en relacion

con el célculo convencional.

La conclusion anterior puede verse mejor sustentada a través del siguiente
razonamiento. Historicamente cuando nos referimos al concepto de derivada
convencional le podemos encontrar una aplicacion por si sola, como por ejemplo

encontrar la pendiente de la recta tangente a una curva; cuando hablamos de integral
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convencional podemos pensarla como el area bajo la curva; y ecuaciones diferenciales
como el proceso para encontrar una funcién desconocida. Mientras en el célculo
fraccionario y particularmente las aplicaciones de la derivada, la integral y las ecuaciones
diferenciales no aparecen separadas sino unificadas, como puede apreciarse en la obra de
Liouville (1832a).

En sintesis, podemos decir que el aporte de Liouville tanto tedrico como practico
al calculo fraccionario es amplio y representativo, lo que nos permite apoyar la
importancia de su trabajo, como uno de los més representativos y fundamental en el

desarrollo de este calculo.

4.2 Reflexiones en torno a la epistemologia del calculo fraccionario.

Partiendo de la epistemologia como la ciencia que estudia el conocimiento, en particular
cémo surge, como evoluciona y como se valida. En esta seccion discutiremos, algunos
aspectos epistemolégicos del calculo fraccionario basados en la revision de la obra de

Liouville y de algunos aspectos conocidos en las fuentes secundarias.

De inicio el aspecto que dio origen a este nuevo célculo, fue la carta escrita de
I'Hopital a Leibniz, se identificé que este célculo nace por el deseo de generalizar la
derivada convencional mas no de resolver un problema relativo a las necesidades sociales.
Lo anterior, es un aspecto que puede reflejar las dificultades que han tenido los
matematicos para darle una interpretacion fisica 0 geométrica a este calculo, es decir

desde su genesis el deseo de los matematicos fue generalizar.

Aunque, vale la pena aclarar que a pesar de la dificultad para interpretar este
calculo, la situacion en torno a su utilidad y aplicabilidad ha cambiado mucho en relacién
con su origen, como se puede apreciar en muchos trabajos. Por ejemplo en Sauchelli y
Laboret (2007), Vasquez y Velazco (2011), Lombardero (2014) y Tejado et al. (2015) se
puede apreciar el calculo fraccionario como un fundamento teérico Util y necesario en el
campo de la modelacion matematica, particularmente porque modela las situaciones con
aproximaciones mucho mas cercanas a la realidad en relacion con los modelos

convencionales.

En relacion con lo anterior, se destaca la importancia de trabajo de Liouville,
puesto que este trabajo se convierte en un punto de inflexion entre las dos posturas
mencionadas, ya que en esta obra se muestra la utilidad practica de este calculo. Ademas,
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de que influye directamente en la epistemologia del calculo fraccionario, puesto que
representa un cambio entre su origen netamente teérico y lo que se vive actualmente

donde la aplicacion es uno de los puntos mas fuertes.

Por otra parte, se precisa que una idea asociada al célculo fraccionario, es que es
una generalizacion del célculo convencional, idea que es muy discutible, puesto que, en
la derivada fraccionaria no se cumple la regla de la cadena, que en la derivada
convencional si. Por lo tanto, lo ideal seria comprender el calculo fraccionario como una
extension del convencional, no como una generalizacion. Sin embargo, al revisar sus
origenes y como se desarrolld particularmente de 1819 a 1832 se evidencia que
matematicos como Euler, Lacroix y Liouville, partieron de generalizar la derivada
convencional para obtener definiciones de derivada fraccionaria, es decir que el calculo
fraccionario surge como una generalizacion del convencional, por lo tanto es compresible

que se asocie con una generalizacion asi no lo sea.

4.3 Reflexiones en relacion con el conocimiento del profesor

Uno de los aspectos que motivan la realizacion de investigaciones de corte histérico
epistemoldgico es impactar en el conocimiento del profesor. En este caso, queremos hacer
mencién a dos tipos de profesores: los encargados de ensefiar e investigar calculo

fraccionario; y los encargados de ensefiar calculo convencional.

Partamos discutiendo algunas recomendaciones que se le puede hacer al profesor
que ensefia célculo fraccionario a partir del andlisis de los datos. Lo primero, es que los
problemas descritos en este trabajo podrian ser incluidos en sus préacticas de ensefianza,
siendo estos un aspecto motivador para aprender este célculo, dado que, en ellos se
evidencian las primeras aplicaciones empleando este célculo, aspecto que genera
motivacion en los estudiantes. Ademas, que la inclusion de estos problemas se debe tomar

en cuenta los diferentes contextos en los cuales estos estan inmersos.

Profundizando en lo anterior, nos interesa realizar un par de sugerencias en torno
a la posible inclusion de estos problemas en el aula de clases. La primera va relacionada
con los tipos de problemas encontrados. Por ejemplo, los problemas dos y tres seria
pertinente incluirlos juntos en una propuesta de ensefianza, dado que ambos problemas
estan inmersos en el electromagnetismo y ademas el tercero puede ser considerado una

generalizacion del segundo, aspecto que permite un acercamiento adecuado a la
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aplicacion de este calculo y al aprendizaje del mismo. La otra sugerencia, tiene que ver
con los problemas uno y siete ambos pertenecientes a la geometria, que en esencia son
muy similares pero su proceso de solucion son diferentes, incluso los constructos tedricos
empleados para su solucion son diferentes, elementos como estos son Ilamativos para los
estudiantes, ademas de que permiten conocer como solucionar problemas similares con

metodologias diferentes.

Por otro lado, el impacto de esta investigacion en profesores encargados de
impartir el célculo convencional, se encuentra particularmente en que se brinda la
posibilidad desde un punto histérico, conocer acerca de la extension de dos conceptos
fundamentales en su practica de ensefianza. En otras palabras, este trabajo brinda la
posibilidad de que profesores de nivel medio superior reflexionen sobre conceptos
matematicos que para ellos son desconocidos. Contribuyendo, al conocimiento de la

materia impartida.

4.4 Discusion de resultados con otras investigaciones

Como se ha mencionado a lo largo de este trabajo, nuestro punto de partida fue la revision
de fuentes secundarias, las cuales nos permitieron fijar hipotesis en torno a la importancia
del aporte de Liouville, y de algunos de los constructos tedricos que él presento. En

relacién, con estas hipdtesis nos interesa discutir algunos aspectos.

El primero, es referente a la importancia del trabajo de Liouville, puesto que el
estudio de su obra nos permitié conocer las primeras aplicaciones del calculo faccionario
en tres disciplinas, geometria, electromagnetismo y fisica mecanica. Ademas, de conocer
los distintos procesos para su solucion. Asimismo, la reflexion epistemoldgica nos
permitid dialogar acerca su impacto en la evolucion del célculo fraccionario, ubicando y

reconociendo el aporte de Liouville como significativo al calculo fraccionario.

El segundo aspecto que nos interesa discutir, es que diferimos en algunas de las
apreciaciones gque brindan algunas fuentes secundarias acerca de los aportes teoricos de
Liouville. Particularmente, investigaciones como las de Ross (1997), Debnath (2004),
Sanchez (2011), Lombardero (2014) mencionan que Liouville (1832) presenta dos
definiciones de derivada fraccionaria lo cual no se puede apreciar en la obra. Lo que si se
puede apreciar (seccion 3.1) es que Liouville da una definicion de derivada fraccionaria

y a partir de esta definicion Liouville da dos ejemplos de derivada fraccionaria para las
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. 1 1 . e ey
funciones f(x) = -y f(x) ==, mas no una segunda definicién como aluden en las

xn’

investigaciones citadas.

Otra apreciacion dada por fuentes secundarias acerca del aporte de Liouville de la
cual diferimos, es la apreciacion de Sénchez (2011) y Lombardero (2014) quienes
mencionan que Liouville (1832a) dio una definicion de derivada fraccionaria, solo para
funciones exponenciales omitiendo un aspecto importante. Basicamente, omitieron que
en la definicion de derivada fraccionaria dada por él parte de que toda funcion puede
expresarse como la suma de funciones exponenciales, elemento importante que hace parte
de la definicion de Liouville de derivada fraccionaria como puede apreciarse en la seccién
3.3.1.

Por otra parte, al inicio de éste documento se mencionaron las potencialidades y
aportes de la historia y epistemologia de la matematica a la comunidad de Matematica
Educativa. Aspectos, los cuales se pueden apreciar en el desarrollo de esta investigacion.
Puesto que, este trabajo permite conocer acerca de los sucesos que dieron origen al calculo
fraccionario, particularmente en los tipos de problemas que se resolvian. Contribuyendo,
a develar situaciones problemas las cuales pueden ser llevadas al aula de clases, esto con
el fin de motivar a los estudiantes. Asimismo, esta investigacion se considera un punto de
partida para futuras investigaciones en Matematica Educativa en las cuales se incluyan

aspectos aqui descritos.

4.5 Implicaciones de esta investigacion

A lo largo de este trabajo se realiza un acercamiento a la epistemologia del célculo
fraccionario, a través de su historia, particularmente desde la obra de Liouville. Sin
embargo, que una de las cuestiones que quedan abiertas para futuras investigaciones es
un analisis epistemoldgico mas amplio en donde se estudien todos los aspectos y obras

en las cuales se describen la evolucidn de este calculo.

Uno de los aspectos que muestra el analisis de este trabajo, son las potencialidades
de este calculo en la resolucion de problemas de forma alternativa al calculo
convencional. Ademas, de que en algunas ocasiones se aludi6 a su potencial para modelar
fendmenos fisicos, bioldgicos, entre otros. Por lo tanto, una sugerencia es que desde la

Matematica Educativa se realicen propuestas de ensefianza aprendizaje de los conceptos
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asociados al célculo fraccionario, particularmente se sugiere que se realicen propuestas

para estudiantes de nivel superior.

Dado que, se considera que la inclusion del calculo fraccionario en el nivel medio
superior es necesario, en virtud de lo expuesto en algunos de los antecedentes en los
cuales se puede apreciar la utilidad de este calculo. Asi como en los problemas descritos,
se puede apreciar las ventajas de emplear éste calculo en la solucion de problemas en
diversas disciplinas. Lo anterior, sumado a que en la mayoria de cursos de calculo
impartidos en este nivel se omite que los 6rdenes de las derivadas e integrales puedan ser
de orden no entero. Situacidn que constituye un limitante en su formacion, dado que no
se da la posibilidad a los estudiantes conozcan de las herramientas conceptuales que

brinda el calculo fraccionario en la solucién de problemas.

Aspectos como los anteriores se pueden ver apreciados por ejemplo en la
Universidad Autonoma de Guerrero. Puesto que, en el nivel superior se desconoce de la
existencia del célculo convencional, sin embargo en nivel maestria los estudiantes
cuentan con una linea de investigacion que se fundamenta en esté calculo. En sintesis, se
propone que en futuras investigaciones se estudie la inclusion del calculo fraccionario en

el curriculo de matematicas en nivel licenciatura.

Adicionalmente, se sugiere que en el disefio de propuestas de ensefianza-
aprendizaje se involucren elementos epistemoldgicos, como los descritos en esta
investigacion. Asimismo, se sugiere que estas propuestas se involucren los problemas
aqui descritos y mejor aln que se consideren aspectos mencionados en la seccién 4.3 en
la cual se reflexiond sobre la posible articulacion de los problemas, aspecto el cual podria

ser validado en futuras investigaciones.
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Anexos

Introduccidn

En esta seccion se presentardn brevemente algunas posturas tedricas del célculo
fraccionario basado en el libro Célculo Fraccionario y Ecuaciones Diferenciales
Fraccionarias escrito por Bonilla, Kilbas y Trujillo (2003). Particularmente, se
presentaran algunas de las definiciones con interpretacion actual de la derivada e integral
fraccionaria. Esto con el objetivo de conocer un poco mas acerca de coémo se ha validado
este calculo y de las definiciones con las cuales se estan trabajando actualmente; y de
fortalecer las reflexiones dadas en el cuarto capitulo. Asi, en esta seccion se presentaran
las definiciones de Reimann-Liouville, Marchaud, Hadamard, Caputo, y Grinwald-

Letnikov.

95



5.1 Definiciones de derivada e integrales fraccionarias.

A lo largo de esta seccion se daran a conocer distintas definiciones de derivada e integral
fraccionaria, las cuales se generalizan del calculo convencional. Para ello se deben de

tener en cuenta las siguientes condiciones:
Seaa € C (Re(a) > 0),n =—[—-Re(a)],[a,bp] cRYf € Li(a,b)

5.1.1 Integral y derivada fraccionaria de Reimann-Liouville sobre un intervalo finito
[a, b].

La definicion de integral (/) fraccionaria de Riemann-Liouville (R-L) de orden a por

izquierda y derecha son respectivamente:

1

mf:(x —O)*1f®)dt (x>a)y

g+ (x) =

1

b a—1
(@) fx (t—x)*" f(D)dt (x <b).

Up-Hx) =

Las definiciones de derivada fraccionaria R-L estan estrictamente ligadas a las

definiciones de integrales fraccionarias. Asi, las expresiones
(Da+f)(x) = [D™g5“1(x), y
(Dp-f)(x) = [(=D)"I;=*](x),

Representan las derivadas de R-L de orden « por izquierda y por derecha respectivamente
(Bonilla, Kilbas y Trujillo, 2003).

5.1.2 Derivada fraccionaria de Marchaud.

Al extender de manera natural las definiciones de Riemann-Liouville a los intervalos
infinitos [a, o] y [0, b]; y al operar sobre estas definiciones, estas segun Bonilla, Kilbas
y Trujillo (2003) pueden ser descritas de una mejor manera, cuando la funcion f sea lo
suficientemente buena. Asi la definicion de derivada fraccionaria de Marchaud para

intervalos infinitos es la siguiente:

(Dgf) (.X') — a fooo F(xX)=f(x+t) dt,

]:(1—6() tlta

lo que es equivalente a
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(D£f)) = [ (DLF)| @) = [pi 0| ()
donde0 <a<ny{a}=n-a.

5.1.3 Derivadas e integrales fraccionarias de Hadamard

En palabras de Bonilla, Kilbas y Trujillo (2003) se parte de la construccion del operador

fraccionario (xD)* como el inverso del siguiente operador integral fraccionario, dado por

a _ 1 rx f@® adt
FEDE) = gy Tt (x> 0> 0

De la cual obtuvieron los siguientes operadores integrales fraccionarios

« _ 1 xS at -
(Fee () = 5 I, (o) ¢ (x>a =20,a>0),y

« _ 1 b_f® at -
(Fo- ) = o5 ), () ¢ (x<x <b=0, a>0).

X.

De los cuales se desprenden los siguientes operadores diferenciales de Hadamard
&N = (D) () (), y
(DE-P)@ = (=xD)* (F2f) ()

5.1.4 Derivada fraccionaria de Caputo.

Segun Bonilla, Kilbas y Trujillo (2003), Caputo presenta una definicién de derivada

fraccionaria de orden « en relacion con la Teoria de Viscoelasticidad Lineal

(De+f) ) = (I D™ ) (), (x>a)yn=—[-u],
con I, * es la integral de Reimann-Liouville.

5.1.5 Derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov sobre intervalos infinitos.

Se parte de la expresion
(D7) = lim GO ren,

h

donde A, f (x) esta definido como
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B = [(E =T F10) = Tjo(—1D () Fox = jh),
aclarando que (7_,)(x) = f(x — h), y E es el operador identidad.

Ahora bien, sea f una funcion definida sobre R, con @ > 0y h > 0 se define la

derivada de Griinwald-Letnikov como

a e AN
fi@) = hlir& hae

con

BEHE) = [ =T f1 = Y 7 () fx=jm.
j=0
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