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Resumen

Las conexiones matematicas permiten concebir la matematica como un todo integrado y posibilitan
que los estudiantes desarrollen su compresion matematica. Por esta razon, surge el interés de
identificar las conexiones matematicas que realizan los estudiantes al resolver tareas que involucran
a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden. En la presente investigacion nos
preguntamos ¢ Qué conexiones matematicas realizan los estudiantes universitarios al resolver tareas
que involucran a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden? Se entiende por
conexion matematica al proceso mediante el cual una persona relaciona dos 0 mas ideas, conceptos,
definiciones, teoremas, procedimientos, representaciones y significados entre si, con otras
disciplinas o con la vida real. Para la recoleccion de datos se utilizo las entrevistas basadas en tareas
y el analisis tematico para analizarlos. Nuestros resultados indican siete tipos de conexiones
matematicas: procedimental, representaciones diferentes, caracteristica, parte-todo, significado,

implicacion y reversibilidad.



Abstract

Mathematical connections make it possible conceive of mathematics as integrated whole and
enable students to develop their mathematical understanding. For this reason, the interest arises in
identifying the mathematical connections that students make when solving tasks that involve first-
order Ordinary Differential Equations. In the present investigation we ask ourselves: What
mathematical connections do university students make when solving tasks that involve first-order
Ordinary Differential Equations? Mathematical connection is understood to be the process by
which a person relates two or more ideas, concepts, definitions, theorems, procedures,
representations and meanings with each other, with of other disciplines or with real life. Task-based
interview and thematic analysis were used for data collection to analyze them. Our results indicate
that seven types of mathematical connections were identified: different representations, part-whole,

feature, procedural, meaning, implication and reversibility.
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Introduccion

Las conexiones matematicas son un campo actual de investigacion en la matematica educativa,
éstas permiten desarrollar la perspectiva de concebir la matematica integrada y no por partes
separadas (Evitts, 2004). También posibilitan que los estudiantes desarrollen su compresion
matematica (Mousley 2004; Silver, Mesa, Morris, Star y Benken, 2009; Barmby, Harries, Higgins
y Suggate, 2009; Mhlolo, 2012; Mhlolo, Venkat y Schafer, 2012). Teniendo en cuenta esto, se
concibe importante el estudio de las conexiones matematicas en la practica del proceso de

ensefianza-aprendizaje y la necesidad de seguir investigado en este campo.

En este sentido, Adu-Gyamfi, Bossé, & Chandler (2017) sefialan que las investigaciones
deben explicar como los estudiantes realizan conexiones matematicas y qué tipo de conexiones
hacen. Mientras que Garcia-Garcia (2019) propone escenarios de exploracion de conexiones
matematicas de acuerdo ha resultados propios y a la literatura especializada, como por ejemplo:
explorar las conexiones matematicas que realizan los estudiantes al resolver tareas referidas a

distintos dominios matematicos.

Al mismo tiempo diferentes estudios de la educacion matematica reconocen la existencia
de fuertes interrelaciones de las ecuaciones diferenciales con diferentes conceptos matematicos en
diferentes contextos de estudio (Ramusen, 2001; Raychaudhuri 2007; Arslan 2010; Guerrero,
Camacho y Mejia, 2010; Perdomo 2011; Trigueros 2014; Spindler, 2019). Pero no es objetivo de
las investigaciones revisadas estudiar las conexiones matematicas en las ecuaciones diferenciales.
Esto indica en parte, la necesidad de investigar las conexiones matematicas que realizan los
estudiantes al resolver tareas, en particular tareas que involucren a las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden. Por estas razones, la presente investigacion plante6 el siguiente

objetivo:

Identificar las conexiones matematicas que realizan los estudiantes al resolver tareas que

involucran a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden.

Entendemos una conexion matematica como un proceso mediante el cual una persona relaciona p
asocia dos o mas ideas, conceptos, definiciones, teoremas, procedimientos, representaciones y
significados entre si, con otras disciplinas y con la vida real (Garcia-Garcia & Dolores-Flores,
2018). Debido a que esta acepcidn esta relacionada con el quehacer de los estudiantes al resolver

tareas especificas.

Xi



Para la recoleccion de los datos utilizamos las Entrevistas Basadas en Tareas propuesta por
Goldin (2000). Decidimos utilizar este método porque nos permite obtener datos de las
producciones escritas, de los testimonios verbales y gestuales de los estudiantes. Mientras que para
el andlisis de los datos recogidos decidimos utilizar el andlisis tematico propuesto por Braun y
Clarke (2006) dado que nos permite identificar patrones de significados (temas) en un conjunto de

datos.

Esta tesis estd integrada por 5 capitulos. En el Capitulo 1 se delimita el problema de
investigacion, por ejemplo, se presenta una sintesis sobre investigaciones realizadas en el campo
de las conexiones matematicas y el papel de estas en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las
matematicas. Asimismo, se muestra un apartado para investigaciones relacionadas con el campo
de las ecuaciones diferenciales. Estas revisiones fueron importantes para el desarrollo de la
problematizacion de la investigacion. Teniendo en cuenta esto también se presenta la pregunta de

investigacion y el objetivo de esta.

En el Capitulo 2 se puntualizan aspectos tedricos en los que se basa la presente
investigacion. En particular, se define qué se entiende por conexién matematica y se presentan
tipologias de conexiones matematicas reportadas en diferentes investigaciones. En el apartado final

de este capitulo se muestran definiciones y teoremas asociados a las ecuaciones diferenciales.

En el Capitulo 3 se describe el contexto de la investigacion y los participantes, el método
de recoleccion de los datos, la confeccion del instrumento para la coleccion de los datos, asi como,
las particularidades de las tareas consideradas y los objetivos de estas. También se presenta como

se hizo el analisis de los datos.

En el Capitulo 4 se describen los resultados obtenidos a partir de las producciones escritas,
de los argumentos verbales y de los gestos de los estudiantes. En este sentido, se presentan las
conexiones matematicas identificadas y evidencias de los resultados de acuerdo a las tipologias

descritas.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presenta la discusion, conclusion y futuras investigaciones.
En particular se contrastan los resultados obtenidos en esta investigacion con la literatura y se
presentan futuros trabajos que pueden ser desarrollados considerando los resultados de esta

investigacion.

xii



Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo se establece el problema de investigacion y se ubica dentro del marco de la
investigacion en Matematica Educativa y en el contexto de las investigaciones existentes en
relacion con las conexiones matematicas. Se resalta la importancia de las conexiones matematicas
en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas. También se realiza una revision de
diferentes trabajos de investigacion relacionados con las conexiones matematicas y trabajos
relacionados con las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. En la ultima seccion se formulan la

pregunta de investigacion y el objetivo del presente trabajo.
1.1 Conexiones matematicas en Matematica Educativa

En la estructura de la matematica se pueden identificar relaciones entre objetos matematicos y
hacer generalizaciones de esas relaciones (Yildirim, 1996). Segiun Bingolbali y Coskun (2016) este
rasgo ha hecho que las matemaéticas sean vistas como una disciplina secuencial y acumulativa.
Debido a que los conceptos y sistemas matematicos se construyen unos sobre otros, estan
interrelacionados y se utilizan conocimientos o conceptos previos para definir nuevos conceptos y
construir nuevos sistemas. Por ejemplo, para definir el concepto de ecuaciones diferenciales
ordinarias se requiere del conocimiento de diferentes conceptos matematicos como funcion,
derivada e integral, entre otros. Esto indica que la matematica esta conectada por naturaleza. Sin
embargo, es posible que esa conexion no sea identificada por estudiantes e incluso, por algunos

profesores de matematicas (Garcia, 2018).

Sin embargo, estd presente el hecho de que los contenidos matematicos en los libros de
textos y en los programas de estudio, se presentan en apartados separados (Garcia, 2018). Esto
puede provocar que la matematica sea percibida desconectada entre si (Evitts, 2004; Jaijan y
Loipha, 2002). Por ejemplo, Artigue (2001) hace referencia que muchas de las dificultades con las
que se encuentra el estudiante pueden asociarse a las discontinuidades que se presentan durante

proceso de enseflanza. Esto, en parte puede llevar a que profesores y estudiantes muestren



dificultades para realizar conexiones matematicas como reportan algunas investigaciones (Mhlolo,
2012; Mhlolo, Venkat & Schfer, 2012; Dolores y Garcia-Garcia, 2018).

Por otra parte, los estdndares de educacion de diferentes paises tienen presente a las
conexiones matematicas. Por ejemplo, la NCTM (1989, 2000), sugiere que los estudiantes deben
reconocer y realizar conexiones matematicas entre diferentes temas matematicos, asi como con
otras disciplinas y con aplicaciones de la vida real. En México el curriculum sugiere que en la
educacion media superior se debe desarrollar la habilidad de realizar conexiones matematicas y
dejar a un lado la memorizacion y practicas mecanicas (Garcia, 2018). Mientras que en Sudafrica
el plan de estudio ofrece oportunidades para que los maestros perciban las mateméaticas como una
disciplina conectada que presenta relaciones dentro de si misma y con otras disciplinas
(Mwakapenda, 2008). A pesar de esto, establecer conexiones matematicas todavia esta lejos de

estar presente en la practica de muchos profesores de matematicas (Singletary, 2000).

Las conexiones segin Gamboa (2014) también estan presentes en el conocimiento
matematico del profesor. Por ejemplo, en la categoria del conocimiento del horizonte matematico
las conexiones son un indicador sobre como se relacionan los contenidos matematicos en el
curriculo matematico, en el conocimiento de la estructura matematica las conexiones emergen
como un aspecto importante para entender las matematicas como un sistema conectado y en el
conocimiento de la actividad matematica las conexiones favorecen relacionar maltiples formas de
definir, discutir o demostrar en la matematica. En general las conexiones en los modelos anteriores
evidencian la existencia de una relacion entre el conocimiento del profesor y el establecimiento de
conexiones matematicas en el aula. Aunque es importante tener en cuenta que para que los maestros
desarrollen la construccidn, el énfasis y el uso de conexiones matematicas, estos deben tener una

comprension de la matematica que sea interconectada (Evitts 2004).

Por otra parte, segun Mousley (2004) la comprension matematica se centra en el
conocimiento conectado, esto resalta la importancia de que los estudiantes y maestros realicen
conexiones matematicas durante el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas. Por
ejemplo, conexiones entre la informacion nueva y la existente, conexiones entre diferentes ideas y
representaciones matematicas y conexiones entre los conceptos matematicos y contextos reales,

entre otras. Permitiendo que el estudiante adquiera un conocimiento rico en relaciones y que las



conexiones matematicas sean importantes en la practica de los maestros y de los estudiantes (Eli,
Mohr-Schroeder y Lee, 2011).

Ademas, se reconoce la capacidad de un estudiante para realizar conexiones matematicas
esta relacionada con la compresién matematica (Silver, Mesa, Morris, Star y Benken, 2009). En
este sentido, para estudiar la comprension de un individuo sobre un concepto matematico, es
importante examinar las conexiones matematicas que realiza con éste, aunque estas no se pueden
ver directamente; mas bien, se deben identificar las conexiones matematicas que una persona puede
manifestar y luego deducir su comprension a partir de ellas (Barmby, Harries, Higgins y Suggate,
2009).

Por otra parte, Karakog¢ y Alacaci (2015) mencionan que es importante realizar conexiones
matematicas con la vida real durante el proceso de ensefianza de las matematicas, dado que estas
pueden favorecer a mejorar el desempefio de los estudiantes en las matematicas. Asi como
aumentar la motivacion de los estudiantes hacia las mateméticas y también contribuir a
esquematizar la disciplina abstracta de las matematicas y a su percepcion como real (Umay, 2007).
También las conexiones matematicas con la vida real son resaltadas en multiples documentos
curriculares relacionados con la educacién matematica (Ji-Eun, 2012). En este sentido los
estudiantes perciben que la relacion de la matematica con otras areas o con la vida real no son
empleadas lo suficiente, esto puede conllevar a que los estudiantes vean las matematicas y la vida

real parcialmente conectados (Ozgen, 2013).

Ademaés, Bingolbali y Coskun (2016) sefialan que hacer conexiones matematicas es una
habilidad fundamental que deben adquirir los estudiantes. Dado que el aprendizaje de nuevos
conceptos requiere establecer conexiones entre conceptos previos y los conceptos aprendidos. Al
mismo tiempo el estudiante al establecer conexiones matematicas entre diferentes representaciones
favorece a que un concepto se entienda mejor, permitiendo al estudiante durante este proceso una
comprension relacional. También resulta importante para que los estudiantes adquieran esta
habilidad, tener presente hacer conexiones con otras disciplinas y las relaciones entre las
matematicas y la vida real, esto conlleva ensefiar los conceptos matematicos mediante contextos
de una disciplina diferente o contextos de la vida real. Por lo tanto, en la ensefianza de las

matematicas los maestros en formacién deben estar expuestos a cursos nuevos y diferentes que



recalquen el uso de conexiones matematicas entre conceptos matematicos, entre diferentes

representaciones, entre diferentes disciplinas y con la vida real (Mumcu, 2018).

Por otra parte, Eli at al. (2011, 2013) y Garcia (2018) plantean que las conexiones
matematicas deben estar presente en futuras secuencias didacticas, esto puede favorecer el
desarrollo de la comprension de la matematica de los estudiantes. Ademas, puede permitir que los
estudiantes logren transitar entre representaciones diferentes, relacionar conceptos y reconocer

relaciones de la matematica con la vida real.

En resumen, las conexiones matematicas estan presente en la matematica educativa ya sea
desde la propia estructura de la matematica viéndola como una disciplina conectada, como
producto de la comprensién, permitiendo comprender como los estudiantes pueden conectar y
entender en la mente la matematica y también como parte del proceso de hacer matematica
(Businskas, 2008). Esto ha traido consigo que los investigadores realicen diversas investigaciones

relacionadas a las conexiones matematicas.
1.1.1 Investigaciones sobre conexiones matematicas

Las conexiones matematicas han sido centro de estudio en la literatura internacional desde diversos
matices. Por ejemplo, se ha investigado las conexiones entre la matematica y el mundo real (Umay,
2007; Ji-Eun, 2012; Ozgen, 2013; Karakog y Alacaci, 2015). En éstas, se exploran las opiniones y
puntos de vistas de profesores y estudiantes sobre la relacion existente entre la matematica y el
mundo real. Estas investigaciones tienen en general como objetivo describir y explorar la viabilidad
del uso de conexiones matematicas en el mundo real. Los resultados arrojan que esas conexiones
pueden favorecer la motivacion, el interés y las actitudes de los alumnos, asi como desarrollar sus
habilidades de razonamiento matematico, resolucion de problemas y aprendizaje conceptual
(Karakog y Alacact, 2015). También pueden contribuir a extraer ideas y relacionarlas que permitan
esquematizar las matematicas y lograr una mejor percepcién de la matematica como real (Umay,
2017). Sin embargo, también se han reportado dificultades en los estudiantes para conectar las
matematicas con el mundo real, debido a que tienen opiniones y percepciones parcialmente

incorrectas e incompletas (Ozgen, 2013).

Otras investigaciones que se han reportado han definido tipologias de conexiones
matematicas. Las cuales tienen como objetivo caracterizar la capacidad de hacer conexiones

matematicas de los profesores ya sea desde la practica o al resolver problemas y, la capacidad de
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los estudiantes al resolver tareas especificas. Estas investigaciones han reportado las siguientes
conexiones matematicas: representaciones diferentes, relacion parte-todo, procedimental,
caracteristica, significado, entre otras (Businskas, 2008; Eli, Mohr-Schroeder y Lee, 2011; Evitts,
2004; Garcia, 2018). Proponen que futuras investigaciones deben hacer uso de estas tipologias en
diferentes temas matematicos, que permitan refinar estas conexiones matematicas o ampliar la
bdsqueda de instancias adicionales de conexién. También, proponen analizar como los estudiantes

0 maestros logran hacer las conexiones matematicas (Eli, Mohr-Schroeder y Lee, 2011).

Ademas, se ha investigado la calidad de las conexiones matematicas asumiendo que, si un
estudiante presenta mejor calidad en sus conexiones entonces su compresion puede ser mas
profunda y duradera. Estas investigaciones (Mholo, 2012; Mhlolo, Venkat y Schafer, 2012), tienen
como interés identificar las conexiones matematicas que establecen los profesores y analizar la
calidad de éstas en la practica. En especifico Mholo (2012), propone una herramienta a partir de
cinco conexiones matematicas, definidas teniendo como referente los documentos del plan de
estudio y que permita usarse para conceptualizar las conexiones. Ademas, sugiere que las
conexiones matematicas identificadas y probadas podrian considerarse un punto de partida para
seguir estudiandolas, asi como su demanda cognitiva. Esto podria permitir analizar la comprension
de los profesores a partir de la calidad de las conexiones matematicas. Asimismo, Mhlolo, Venkat
y Schéfer (2012), reportan que la mayoria de las conexiones matematicas de tipo representaciones
diferentes que hacen los profesores de matematicas en servicio son defectuosas o superficiales, lo
que trae consigo que los alumnos pierdan oportunidades de desarrollar una comprension profunda.
Estos autores sugieren estudiar las conexiones matematicas y la calidad de éstas que pueden

aparecer durante el proceso de ensefianza de las matematicas.

Otras de las investigaciones hacen referencia a la habilidad de hacer conexiones. Por
ejemplo, han propuesto un marco conceptual para ayudar a los maestros sobre como lograr que los
estudiantes obtengan la habilidad de hacer conexiones (Bingdlbali y Coskun, 2016). Mediante
cuatro componentes, conexiones entre conceptos, conexiones entre diferentes representaciones del
concepto, conexiones con la vida real y conexiones con diferentes disciplinas. Estas componentes
constituyen el contenido de la habilidad de hacer conexiones y demuestran como esta habilidad se
conceptualiza y define. En particular, se han explorado las habilidades de los maestros para hacer
conexion matematica al utilizar el concepto de derivada (Mumcu, 2018), concluyendo que los

maestros presentan conflictos para dar sentido a las diferentes representaciones de la derivada y
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asociarla con su significado, asi como para asociar el concepto de derivada con los conceptos de
limite y continuidad. Esto hace que los profesores presentan dificultades para desarrollar las
componentes conexiones entre conceptos y conexiones entre diferentes representaciones. Mumcu
(2018) sugiere que para alcanzar una comprension mas significativa y relacional de las matematicas
los maestros de matematicas deben centrarse en la comprension conceptual e incorporar en su
préactica actividades que permitan que los conceptos se asimilen de manera significativa y en

conexioén con la vida real.

También existen investigaciones sobre las conexiones matematicas que realizan los
estudiantes al resolver tareas relacionadas con diferentes conceptos matematicos. Por ejemplo,
Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018, 2019) exploraron las conexiones matematicas que hacen
estudiantes de nivel preuniversitario al resolver problemas de aplicacién de calculo y al esbozar las
gréficas de funciones derivadas y antiderivada. Se identificaron en general seis tipos de conexiones
matematicas: procedimentales, diferentes representaciones, caracteristica, parte todo, significado y
reversibilidad. Mientras Garcia-Garcia, Dolores-Flores y Rivera-Lépez (2018) exploraron las
conexiones matematicas que realizan los estudiantes al resolver tareas que implican el uso de la
tasa de cambio. Se identificaron las conexiones matematicas: procedimental, caracteristica, parte-
todo y ademas se concluy6 que los estudiantes tienen presente a la pendiente como un concepto
desconectado de la velocidad y la aceleracion. En general estas investigaciones proponen continuar
explorando las conexiones matematicas que realizan los estudiantes mediante otros conceptos
matematicos que permitan identificar nuevas conexiones, identificar el nivel de comprension de
los estudiantes mediante el estudio de la calidad de las conexiones matematicas que realizan los
alumnos y también proponen hacer uso de nuevos instrumentos que permitan estudiar con mayor

claridad la relacién de las creencia y las conexiones matematicas que hacen los estudiantes.

Por otra parte, Adu-Gyamfi et al. (2017) sefialan que la investigacion debe explicar como
los estudiantes realizan conexiones matematicas, qué tipos de conexiones hacen y como cambiar
las practicas de ensefianza para favorecer a los alumnos a realizar estas. Mientras que Garcia-Garcia
(2019) propone escenarios de exploracion de conexiones matematicas, como por ejemplo: 1) Las
conexiones matematicas que realizan los estudidantes al resolver tareas de diferentes contenidos
matematicos. 2) Las conexiones matematicas que se ecuentran en los libros de textos y, las que se
muestran en los planes de estudio. 3) Las conexiones matematicas que promueven los profesores

en su practica docente.



En resumen, las conexiones mateamaticas son un tema actual de investigacion en educacion
matematica. Estas han sido estudiadas desde diversas perspectivas, por ejemplo, los investigadores
se han interesado en estudiar las conexiones de las matematicas con el mundo real, en caracterizar
las conexiones matematicas que realizan los maestros en su practica o al resolver problemas y
tambien las conexiones que realizan los estudiantes. También se ha estudiado la calidad de las
conexiones matemaéticas y se ha explorado las conexiones que realizan los estudiantes cuando
resuelven tareas de diferentes dominios matematicos. Estas investigaciones proponen futuras lineas
de investigacion en este tema, ejemplo: explicar como los estudiantes hacen conexiones
mateamticas, que tipo de conexiones realizan los estudiantes al resolver tareas de distintos
dominios mateamticos, hacer uso de las tipologias definidas en diferentes dominios, que permitan
refinar estas conexiones matematicas e identificar el nivel de comprension del estudiante mediante

la calidad de las conexiones matematicas que estos realizan, entre otras.
1.2 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) en la literatura de Matematica Educativa.

Las EDO son un tema bésico en la formacion de estudiantes universitarios de las carreras de
ciencias e ingenieria y son importantes dado que favorecen el estudio de fenédmenos de variacién
y procesos de modelacion, ademas, permiten analizar y solucionar cuantiosos problemas que
surgen en diferentes contextos (Perdomo, 2011). También tienen fuertes interrelaciones con
diferentes conceptos matematicos como funciones, derivadas, integrales, etc., (Arslan, 2010).

En este sentido, existen diversas investigaciones que atienden el proceso de ensefianza-
aprendizaje de las ecuaciones diferenciales (Arslan, 2010; Perdomo, 2011; Zeynivandnezhad,
Ismail, y Yosuf, 2013; Gaisman, 2014; KarimiFardinpour & Gooya, 2017). Entre éstas estan las
que identifican y analizan las dificultades en el proceso de aprendizaje. Por ejemplo, Guerrero,
Camacho y Mejia (2010) analizaron dificultades de estudiantes de ingenieria al interpretar las
soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria cuando se representan graficamente o
algebraicamente. Reportando que los estudiantes dominan procedimientos algebraicos para
resolver una EDO, pero no son capaces de articular los registros algebraicos y gréaficos,
obstaculizando la interpretacion del comportamiento de las soluciones en el registro grafico. Arslan
(2010) estudio el aprendizaje de 77 futuros profesores de matematica inscritos en un curso
tradicional de ecuaciones diferenciales, para esto proporcioné un instrumento que tuvo en cuenta

preguntas de aprendizaje procedimental y conceptual sobre las ecuaciones diferenciales. Los



resultados arrojaron que 85% de los futuros profesores respondieron correctamente las preguntas
procedimentales y el 30% las preguntas conceptuales. IdentificAndose que el aprendizaje de los
futuros maestros fue principalmente procedimental, en particular, los participantes que tuvieron
éxito en soluciones algebraicas no entienden suficientemente los conceptos relacionados y

presentan dificultades en relacion con estos conceptos.

Por otra parte, Rowland & Jovanoski (2004) estudiaron las dificultades interpretativas de
59 estudiantes de primer afio de pregrado de acuerdo con las ecuaciones diferenciales ordinarias en
un contexto de modelado. Indicando por ejemplo que los estudiantes al resolver problemas se
confunden pensando en la funcion a determinar y en la ecuacion de la tasa de cambio. Mientras
Rasmussen (2001) hace alusion a las dificultades que presenta el concepto de solucion de una
ecuacion diferencial y plantea que estas se pueden presentar debido a que es un concepto formado
por funciones y no por valores numéricos y Raychaudhuri (2007) analizé el uso que le dan los
estudiantes al teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales. Los
resultados indicaron que los estudiantes en general plantean que solo puede existir una solucion
unica del problema de valores iniciales si los coeficientes son continuos. Explicando este hecho
debido a una interpretacion erronea de la condicion si-entonces y de que las funciones discontinuas

no son integrables en un intervalo.

También, en la literatura estan presente formas de ensefianzas alternas al modo tradicional
(Perdomo, 2011; Rodriguez, 2015; Tisdell, 2018; Spindler, 2018). Por ejemplo, Perdomo (2011)
implement6 un médulo de ensefianza para la introduccion del concepto de EDO, donde tiene como
punto de partida al concepto de derivada de una funcion. Para ello conjugé tres elementos: la
resolucion de problemas, la interaccion entre estudiantes y el uso de la tecnologia. Se favorecio
que los diferentes significados de la derivada se fortalecieran a medida que los alumnos
progresaban en los problemas. Por lo que, se introduce las EDO mediante la relacion que tienen
estas con la derivada de una funcion, favoreciendo la construccion de un concepto matematico
nuevo Yy fortaleciendo los conceptos previos de los estudiantes. Rodriguez (2015) implemento una
forma diferente de impartir un curso de ecuaciones diferenciales para futuros ingenieros a través
de modelos matematicos. En esta propuesta didactica tiene como base importante la modelacién,
consistio en presentar tres situaciones de modelado que aseguraran que los estudiantes transitaran
entre diferentes etapas del ciclo de modelado poniendo de manifiesto multiples habilidades que en

su mayoria se tratan incorrectamente en un entorno tradicional. Mientras Spindler (2018) mediante
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un estudio de caso describid un proyecto basado en problemas Unicos y auténticos durante un curso
de ecuaciones diferenciales. Los estudiantes desarrollaron conjuntamente un modelo de ecuaciones
diferenciales y luego lo resolvieron confeccionando un informe final donde se pudo mostrar su

comprension.

Por otra parte, existen investigaciones interesadas en la comprension de los estudiantes. Por
ejemplo, Rasmussen (2001) investiga la comprension de seis estudiantes con el propdsito de ofrecer
un marco para interpretar la comprension de los estudiantes enfocado en nuevas direcciones de las
ecuaciones diferenciales, estas nuevas direcciones pretenden guiar a los estudiantes hacia un
pensamiento més interpretativo y mejorar la interpretacion grafica y numérica de las ecuaciones
diferenciales. Trigueros (2014) describi6 el papel del uso de la modelacion y de representaciones
en la comprension, por parte de los estudiantes del concepto de ecuacién diferencial de primer
orden y del de solucién. Reconociendo aspectos importantes en el aprendizaje de la construccién
de los conceptos de ecuacion diferencial y su conjunto solucion, por ejemplo, 1) el proceso de
analisis de la derivada, 2) la funcién implicita como objeto y su derivada y 3) la distincion entre

los puntos criticos de una funcion entre otros.

También se ha reportado estudios de modelado mediante las ecuaciones diferenciales con
el objetivo de favorecer la ensefianza de las ecuaciones diferenciales, por ejemplo, Gallegos &
Bourguet (2015) estudio las précticas de modelado utilizadas en un curso de sistemas dindmicos
con estudiantes de ingenieria que incorporaron actividades basadas en las ecuaciones diferenciales.
Arrojando resultados favorables en el desarrollo de la comprension del concepto de ecuaciones
diferenciales. Clark (2018) present6 una alternativa de ensefianza para las ecuaciones diferenciales
donde el tema central fue el modelado. Mientras que Winkel (2015) examiné las ecuaciones
diferenciales de crecimiento o decrecimiento exponencial de primer orden y las ecuaciones
diferenciales de segundo orden de coeficientes constantes dentro de un contexto de modelado.
Reconociendo que a través de un enfoque de modelado se puede favorecer las estrategias de

formacion y solucion de las ecuaciones diferenciales, ademés de ser motivador para los estudiantes.

En resumen, las ecuaciones diferenciales han sido de interes por diferentes autores
(Ramussen, 2001; Rowland & Jovanoski, 2004; Raychaudhury, 2007; Arslan, 2010; Guerrero
Camacho y Mejia, 2010; Perdomo, 2011, Trigueros, 2014; Rodriguez, 2015; Winkel, 2015; Clarke,

2018). Se han estudiado dificultades en el proceso de aprendizaje de los estudiantes y futuros



maestros, asi como su comprension. También se han propuesto modelos de ensefianza alternos a
los tradicionales, basados en la resolucion de problemas, el uso de la tecnologia y la modelacion,
con el objetivo de favorecer la comprension de los estudiantes. Ademas, se reconoce que las
ecuaciones diferenciales tienen relacion con otros conceptos, con otras disciplinas y con la vida
real, y tiene, como ya se ha mencionado, una gran aplicabilidad, por lo que se visualiza un amplio

potencial para estudiar las conexiones en este dominio matematico.
1.3 Pregunta de investigacion y objetivo

Teniendo presente la contextualizacion de este trabajo y la literatura revisada se puede inferir que
las conexiones matematicas que los estudiantes universitarios realizan asociadas a las EDO cobran

relevancia por las siguientes razones:

e Las conexiones matematicas son un tema actual de investigacion en Educacion Matematica.

e Las conexiones matematicas que realizan los estudiantes al resolver tareas pueden ayudar
en la gestion de la ensefianza-aprendizaje.

e El campo de las EDO sugiere, dado su importancia y la vinculacién entre conceptos, que

se realicen estudios considerando el enfoque de las conexiones matematicas.

De acuerdo con lo anteriormente planteado y las sugerencias hechas por Adu-Gyamfi et al. (2017)
y Garcia-Garcia (2019) se pretende hacer uso de las tipologias conocidas (representaciones
diferentes, relacion parte-todo, procedimental, caracteristica, significado y reversibilidad) para
identificar tipos de conexiones matematicas que los estudiantes realizan al resolver tareas referidas
a distintos conceptos de la matematica superior (EDO). Por tanto, la pregunta de investigacion del

presente trabajo es:

¢Qué conexiones matematicas realizan los estudiantes universitarios al resolver tareas que

involucran a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden?
La pregunta de investigacion planteada conduce al siguiente objetivo general:

Identificar las conexiones matematicas que realizan los estudiantes universitarios al resolver tareas

que involucran a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden.
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Capitulo 2

Marco Conceptual

En este capitulo se presentan los elementos referenciales que sustentan esta investigacion: las
conexiones matematicas, las tipologias de conexiones matemaéticas y elementos del contenido
matematico al que se refiere el presente estudio (Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer

orden).
2.1 Conexiones matematicas

Segun la literatura educativa existen diferentes formas de describir las conexiones matematicas.
Por ejemplo, Singletary (2012) entiende a las conexiones matematicas como una disciplina
conectada, es decir, las conexiones entre conceptos y procedimientos son una caracteristica
determinante de las matematicas. Mientras que, en otros contextos, las conexiones matematicas
pueden verse como producto de la comprension, donde las conexiones existen en la mente del
estudiante y pueden verse en el proceso de hacer matematicas. De igual forma, se encuentran
diversas posturas en relacion con la definicion de conexiones matematicas como: una conexién
relacién casual o légica (Brown, 1993), son ideas o procesos muy amplios que pueden usarse para
vincular diferentes temas en matematicas (Coxford, 1995) y dentro de los procesos matematicos
involucran establecer relaciones entre distintos dominios matematicos (Godino, Batanero & Font,
2003). También se pueden entender como redes de enlaces que asocian definiciones, propiedades,

procedimientos y representaciones (Gamboa & Figueiras, 2014).

Por otra parte, segin Businskas (2008) las conexiones matematicas son una caracteristica
propia de la matematica debido a que se pueden ver como una relacion entre ideas matematicas
(relaciones especificas entre conceptos matematicos y reconocimiento de la equivalencia de dos o
mas representaciones). También se pueden considerar como una construccion del estudiante (hacer
una conexién matematica es un proceso que acontece en la mente del estudiante). Ademas, es un

proceso que forma parte de la actividad de hacer matematica.

Mientras, Eli et al. (2011) consideran una conexion matematica como un enlace donde el

conocimiento previo y nuevo permiten desarrollar una compresion entre las relaciones de los
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conceptos, representaciones e ideas matematicas en una red mental y Singletary (2012) entiende
las conexiones matematicas como una relacion entre entidades matemaéticas 0 no matematicas.
Estas entidades matematicas son cualquier objeto matematico. Esta Gltima acepcion tiene relacion
con la de Businskas (2008).

Otra acepcion, es la propuesta por Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018) quienes
mencionan que una conexion matematica es un proceso donde una persona relaciona dos 0 mas
significados, conceptos, definiciones, teoremas, procedimientos y representaciones entre si, con

otras disciplinas o con la vida real.

En la presente investigacion, se asumira la acepcion de Garcia-Garcia y Dolores-Flores
(2018), teniendo presente que esté relacionada con el quehacer de los estudiantes al resolver tareas

especificas.

Por otra parte, segun Garcia (2018) las investigaciones reconocen que se realizan
conexiones con los conocimientos previos, con varios dominios matematicos, con otras disciplinas
y con el mundo real. Por tanto, estas se producen al relacionar la matematica entre si, que se
denominan conexiones intramatematicas, y al establecer relaciones donde intervenga un contexto
extra matematico, que se denominan conexiones extramatematicas (De Gamboa & Figueiras,
2014).

2.2 Tipologias de conexiones matematicas

A parte de las diferentes acepciones de conexiones matematicas los investigadores se han
interesado por caracterizar estas conexiones, a partir de tipologias propuestas en la literatura
revisada, donde se encuentra: las de Evitts (2004), Businskas (2008) y las planteadas por Eli et al.
(2011). Estas tipologias en estas investigaciones estan asociadas a las respuestas de profesores en
servicio o futuros profesores. También se encuentra las tipologias de Garcia (2018) asociadas a las
respuestas de los estudiantes cuando resuelven tareas matematicas. A continuacion, se describen

algunas de estas tipologias.
Evitts (2004), plantea cinco tipologias para estudiar conexiones matematicas:

1. Conexion de modelado: Esta constituye relaciones entre el mundo de las matematicas y el

mundo real. Puede caracterizarse por la interaccion de informacion del mundo real con una
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representacion matematica apropiada y en ocasiones requiere ideas matematicas de mas de
un tema de las matematicas.

2. Conexion estructural: Esta ocurre cuando se reconoce similitudes entre dos ideas o
construcciones matematicas. Ejemplo, un estudiante reconoce que la suma de un nimero y
su opuesto y el producto y el producto de un numero distinto de cero y su reciproco son
elementos de identidad aditivos y multiplicativos.

3. Conexion de representacion: Se manifiesta cuando se relacionan diferentes
representaciones, se pueden representar en formas de graficas, numéricas, simbolicas,
pictdricas y verbales. Ejemplo, un estudiante lee un conjunto de pares ordenados
((1,3) ¥ (2,8)) y esta informacion la presenta como dos puntos distintos en un plano de
coordenadas.

4. Conexion procedimental-conceptual: Se manifiesta cuando los conceptos estan
relacionados a los procedimientos. Ejemplo, la relacion entre procedimiento y concepto del
valor absoluto.

5. Conexion entre conceptos matematicos: Consiste en relacionar distintos conceptos
matematicos. Estas relaciones pueden ser de dos tipos, cuando se aplican habilidades y
conceptos matematicos a un problema determinado o cuando se consideran las matematicas

como una coleccién de temas unificados.

Busisnska (2008), plantea una categorizacion diferente para identificar las conexiones
matematicas definida por las siguientes tipologias:

1. Representaciones diferentes: Se manifiesta cuando el concepto se representa de dos 0 mas
formas. Estas representaciones pueden ser alternas o equivalentes. Las representaciones
alternas son aquellas donde se representa el mismo objeto matematico en diferentes
registros de representacion, tales como: simbdlica-algebraica, grafica-geométrica,
pictérica-diagrama, etc. Mientras que, las representaciones equivalentes son aquellas donde
se representa de forma diferente, pero dentro de la misma representacién. Ejemplo la
representacion f(x) = ax? + bx + c es equivalente a a(x — )% + c.

2. Implicacion: Se manifiesta cuando un concepto conlleva a otro de forma ldgica. Ejemplo,

tiene la forma de si..., entonces... (Si D = 0 entonces la ecuacion tiene una raiz real).
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3.

Relacion parte todo: Se manifiesta cuando un concepto esta relacionado a otro en algun
sentido de parte y todo. Esto puede ser en dos sentidos inclusiones (A esta incluido en B) o
generalizaciones (A es una generalizacion de B).

Procedimiento: Se manifiesta cuando un procedimiento esta relacionado con un concepto

2= para encontrar la
1

Xy —

determinado. Por ejemplo, cuando se utiliza la formula m =

pendiente de una recta.

Conexidn orientada a la instruccion: Se manifiesta cuando A y B son dos conceptos o
habilidades que deben ser conocidos para concebir o aprender C y se muestra en dos formas.
Cuando se hace énfasis en la vinculacion del nuevo tema con el conocimiento previo y
cuando los conceptos y procedimientos matematicos relacionados entre si se consideran
prerrequisitos o habilidades que los estudiantes deben dominar antes de abordar un tema

nuevo.

Eli et al. (2011) plantea otras tipologias de conexiones matematicas. En particular, plantea las

siguientes:

1. Categéricas: Se manifiesta principalmente con el uso de caracteristicas superficiales,
principalmente como una base para la definicidn de un grupo o categoria.

2. Procedimiento: Se manifiesta cuando se relacionan ideas basadas en un procedimiento
matematico o en un algoritmo, que puede incluir una descripcién de mecanismo
involucrados en la realizacién de procedimientos.

3. Caracteristica/Propiedad: Se manifiesta cuando se definen caracteristicas o se describen
propiedades de los conceptos en términos de otros conceptos.

4. Derivacion: Se manifiesta cuando se usa el conocimiento de un concepto para construir o
explicar otro concepto.

5. Curricular: Se manifiesta cuando se relacionan ideas o0 conceptos en términos de impacto

en el curriculo, incluyendo el orden en que se puede ensefiar conceptos o temas.

De acuerdo con Garcia (2018) estas tipologias expuestas tienen semejanzas, por ejemplo, la

conexion procedimental esta presente en las tipologias de los tres investigadores, mientras que la

conexion de representaciones diferentes la consideran Evitts (2004) y Businskas (2008). En la

presente investigacion se hace uso de las tipologias de Garcia (2018) debido que el trabajo se centra
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en los estudiantes. Pero se tendrén en cuenta las tipologias de Evitts (2004), Businskas (2008) y Eli

et al. (2011) por si emergen alguna de éstas en el andlisis de los datos.

2.3 Tipologias para estudiar conexiones matematicas propuesto por Garcia (2018)

En la propuesta de Garcia (2018), se caracterizan seis tipologias de conexiones matematicas:

significado, caracteristica, procedimental, representaciones diferentes, parte-todo y reversibilidad.

A continuacion, se describen las tipologias a tener en cuenta para la presente investigacion.

1.

Procedimental (P): Se manifiesta cuando los estudiantes utilizan reglas, algoritmos o
formulas para resolver una tarea matematica cualquiera e incluyen explicaciones para lograr
un resultado.

Representaciones diferentes (RD): se manifiesta de dos formas: a) representaciones
alternativas cuando un estudiante utiliza dos 0 mas representaciones para representar un
concepto matematico (algebraico-grafico, verbal-algebraico, etc.). b) representaciones
equivalentes cuando un estudiante representa el mismo concepto matematico de dos
maneras diferentes dentro de la misma representacion.

Caracteristica (C): Ocurre cuando los estudiantes identifican atributos o cualidades que los
hace diferente de otros. Estas son de ayuda en el momento de diferenciar un concepto
matematico de otro, para distinguir simbologias matematicas, la forma en que deben ser
representados o pueden ayudar a identificar cierto orden para efectuarse algunos célculos.
Asimismo, se manifiesta cuando se describen las propiedades de los conceptos.
Reversibilidad (R): Tienen la particularidad de ser bidireccional y se manifiestan cuando
un estudiante puede partir de un concepto A para llegar a un concepto B e invertir el proceso
partiendo de B para regresar a A. Esto implica que los alumnos pueden iniciar en un punto
final y seguir el curso de un razonamiento hasta llegar al punto inicial y viceversa.
Significado (S): Se manifiesta cuando los estudiantes atribuyen un sentido a un concepto
matematico, tanto lo que para ellos es (que lo hace diferente de otro) y lo que representa;
puede contener la definicion que ellos han construido para estos conceptos. Es diferente de
la conexion matematica caracteristica porque no se describen propiedades ni cualidades.
Parte-todo (PT): Ocurre cuando los estudiantes establecen relaciones logicas entre los
conceptos matematicos, ya sea de generalizacion (entre casos generales y particulares) o

inclusion (cuando un concepto matematico esta incluido en otro).

15



2.4 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden

En diversos libros de texto, las ecuaciones diferenciales, se definen segin en contexto al que se
refiera o esté dirigido el texto. Estas definiciones resaltan los conceptos de ecuacion, funcion y
derivada (Zill, 1998; Zimmons y Krantz, 2007; Zill y Cullen, 2009; Zill y Wright, 2015).

En lo que sigue se definiran algunos aspectos matematicos implicados en esta tesis considerando
los autores Zill y Wright (2015).

Definicion 1. Ecuacion diferencial

Se denomina ecuacién diferencial (ED) a la ecuacion que contiene derivadas de una o mas variables

respecto a una o0 mas variables.

Las ED se clasifican en ordinarias o parciales y también de acuerdo al orden. En la presente
investigacion es de interés en particular las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de primer
orden. Estas tienen la caracteristica que contiene sélo derivadas de una o mas variables

dependientes respecto a una sola variable independiente.

Forma de las ecuaciones diferenciales ordinarias de n-esimo:
, d'y , _

F,y,y,., ) =00 —=f(yy,.,y"™")

Forma de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

. ay
F(x,y,y) =00 a_f(x'y)

Definicion 2: Solucion de una EDO

Se denomina solucion de la ecuacidn en el intervalo a cualquier ¢, definida en un intervalo I y que
tiene al menos n derivadas continuas en I, las cuales cuando se sustituyen en una ecuacion

diferencial ordinaria de n — ésimo orden reducen la ecuacion a una identidad.
Problemas de valor inicial:

En ocasiones es de interés estudiar problemas donde la solucién y(x) de una ecuacion diferencial
satisface condiciones iniciales, es decir, condiciones asignadas a y(x) o a sus derivadas. En algun
intervalo I que contiene a x, el problema de resolver una ecuacién diferencial de n-ésimo orden

sujeto a las n condiciones que lo acomparian especificas en x:
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Resolver: Z—i’ =9y, ...,y D)

Sujeto a: (xo) = Yo, ¥ '(x0) = Y1, ., Y V(o) = ynq

donde yy, ¥4, ..., Yn—1 SON constantes reales dadas, se denomina problema con valores iniciales de

n — ésimo orden.

Problemas de valor inicial de primer orden.
dy
Resolver: = flx,y)

Sujeto a: y(xy) = Vo,

Teorema 1: Existencia de solucion Unica

Sea R una region rectangular xy definida por a < x < b, ¢ < x < d que contiene al punto (x,, y,)
en su interior. Si f(x,y) vy Z_; son continuas en R, entonces existe algin intervalo

Iy: (xg — h,xy + h),h > 0, contenido [a, b], y una funcion y(x), definida en I,, que es una

solucion del problema con valores iniciales.
Campo direccional

Al evaluar sisteméaticamente f en una cuadricula de puntos en el plano xy y trazar un elemento

lineal en cada punto (x,y) de la cuadricula con pendiente f(x,y), entonces al conjunto de todos
los elementos lineales se le nombra campo direccional de la ED Z—i’ = f(x,y). Gréaficamente, el

campo direccional indica la forma de una familia de curvas de solucion de la ED. También se puede
observar aspectos cualitativos de la solucion, por ejemplo, comportamientos poco comunes de una

solucion especifica.

Definicion 3. Ecuaciones separables

. s . . d . -,
Una ecuacion diferencial de la forma d—z = g(x) h(x) se denomina una ecuacion separable o que

tiene variables separables.

Definicion 4: Ecuacion Lineal

.z . . d . YOUT
Una ecuacion diferencial de la forma a;(x) ﬁ + a,(x)y = g(x) se denomina ecuacion lineal.
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Definicion 5: Ecuacién exacta

Una expresion diferencial M (x, y)dx + N(x,y)dy es una diferencial exacta en una region R del
plano xy si esta corresponde a la diferencial de alguna funcion f (x, y) definida en R. Una ecuacion
diferencial de la forma M (x, y)dx + M(x,y)dy = 0 se denomina ecuacion exacta si la expresion

del lado izquierdo es una diferencial exacta.
Teorema 2: Criterio para diferencial exacta

SiM(x,y)y N(x,y)y sus primeras derivadas parciales son continuas en una region rectangular R

defina por a < x < b, ¢ <x <d, entonces una condicion necesaria y suficiente para que
aM _ N
P)

M(x,y)dx + N(x,y)dy sea una diferencial exacta es que = o
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Capitulo 3
Metodologia

Una vez definido el problema de investigacion y las bases tedricas que sustentan este trabajo, se
plantean los términos en que se ha desarrollado el estudio, es decir la metodologia que se empleo
en la investigacion. En este capitulo se describen las caracteristicas generales de una investigacion
de tipo cualitativo, asi como participantes, instrumento, método de recoleccién y analisis de los

datos.
3.1 La investigacion cualitativa:

La presente investigacion es cualitativa. Este estudio se enfoca en comprender los fendmenos,
desde las perspectivas de los individuos y es seleccionado cuando el proposito de la investigacion
es reconocer la forma en que los participantes perciben y experimentan los fendmenos que los
rodean, atendiendo sus puntos de vista, interpretaciones y significados (Baptista, Fernandez y
Hernandez, 2014). De acuerdo con Maxwell (2005) los estudios cualitativos son utiles: 1)
comprender el significado de los participantes en el estudio, de hechos, situaciones y acciones
donde estan involucrados; teniendo en cuenta los relatos que dan. 2) comprender el contexto
particular dentro del cual acttan los participantes y la influencia que este contexto. 3) Comprender
los procesos mediante los cuales ocurren los eventos y acciones. En general estas ideas se reflejan
en las caracteristicas y naturaleza del problema de investigacion que pretende identificar las
conexiones matematicas desde la perspectiva de los estudiantes, describiendo sus producciones

escritas y argumentos orales.

La investigacion cualitativa se llevd a cabo mediante un estudio de caso. Segin Rodriguez,
Gil y Garcia (1999) el estudio de casos implica un proceso de busqueda que se caracteriza por el
analisis detallado, comprehensivo y sistematico del caso objeto de interés. Donde se tiene en cuenta
la particularidad de cada participante con el objetivo de conocerlo bien (Stake, 2007). Esto nos
permitio realizar una investigacion con mayor exhaustividad y dar a conocer una mejor

comprension de los casos estudiados.
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3.2 Método de recoleccion de datos

La Entrevista Basadas en Tareas propuesta por Goldin (2000), se utiliz6 como método para la
recoleccion de los datos dado que permite el uso de dos técnicas: las entrevistas y cuestionarios
(tareas). Este método permite obtener datos a partir de las producciones escritas y también de los

testimonios verbales y gestuales que utilizan los estudiantes.

De acuerdo con Goldin (2000), las Entrevistas Basadas en Tareas involucran un
entrevistador (clinico) y un sujeto (solucionador de problemas), que interactian entorno a una o
mas (preguntas, problemas o actividades). El investigador al analizar el comportamiento o las
interacciones verbales y no verbales puede hacer inferencias sobre el conocimiento, el aprendizaje

y las formas de interpretacion.

Esto permitid centrar la atencion de la investigacion mas directamente en los procesos de
los estudiantes al resolver tareas matematicas en lugar de solo tener en cuenta respuestas correctas
e incorrectas de los resultados que producen (Goldin, 2000). Por lo que existe la posibilidad de
profundizar en la cognicion de los estudiantes asociado con el aprendizaje de las EDO. Para las
intenciones de la presente investigacion se puso interés en las producciones escritas, las orales
(argumentos) y gestuales de los estudiantes que desarrollaron durante la resolucién de las tareas

propuestas.

Por otra parte, segin Assad (2015) las entrevistas Basadas en Tareas ofrecen la oportunidad
de evaluar el conocimiento conceptual de los estudiantes y pueden brindar oportunidades para
desarrollar la comprensién matematica. La entrevista puede ser planificada de antemano, o puede
ser semiestructurada. Mediante preguntas el investigador puede motivar a los estudiantes a
autocorregirse o0 que logren generalizar un problema. También, se anima a examinar a los

estudiantes las estrategias que emplean y su pensamiento matematico.

Ademas, se tuvo en cuenta durante la presente investigacion los principios que establece
Goldin (2000) para disefiar y construir Entrevistas Basadas en Tareas. Entre estos se hallan: 1)
Elegir tareas que sean asequibles para los sujetos, de acuerdo con esto las tareas incorporaron ideas
y estructuras matematicas apropiadas para los estudiantes. 2) Fomentar la libre resolucion de
problemas, en este sentido los estudiantes participaron en la resolucion de las tareas con toda
libertad durante la entrevista, en la mayor medida posible. 3) Decidir qué seria grabado y grabar,

de acuerdo con esto, se grabar todo lo posible, de acuerdo a esto, se grabaron las intervenciones y
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los gestos de los estudiantes en cada una de las sesiones. 4) Preparar entrevistas clinicas y test
piloto, en este sentido se refinaron cada una de las tareas, y las preguntas mediante pruebas piloto.
5) Prever nuevas posibilidades o imprevistos, se tuvo cuenta durante la investigacion la mayor

cantidad de variantes de solucion y respuestas de los estudiantes.
3.2.1 Contexto de la investigacion y participantes

La presente investigacion se desarrolld en la Universidad Autonoma de Guerrero (UAGro) en
especifico en la Unidad Académica de Matematica con estudiantes del 6to semestre de la

licenciatura en Matematicas.

Para realizar la investigacion, primeramente, se conversd con los dos profesores que
impartian clases en la facultad en el curso de Ecuaciones Diferenciales I, se les informé el objetivo
de la investigacion y se les pididé apoyo a sus estudiantes para participar. La eleccion de los
participantes se hizo atendiendo que hubieran terminado el curso de Ecuaciones Diferenciales | y
que estuvieran dispuestos a colaborar en el presente trabajo. Atendiendo esto, los casos de estudios
fueron cuatro estudiantes, los cuales fueron seleccionados por su desempefio durante el curso y el
interés de tener una variacion entre los casos. Para hacer referencia a los estudiantes se utilizara la
siguiente notacion: E1, E2, E3, E4, donde E significa estudiante y el nimero posterior a la letra E

permite distinguir cada individuo.

La implementacion del instrumento se realiz6 en cuatro sesiones una con cada estudiante,
se grabo en las sesiones las intervenciones y los gestos los estudiantes. La duracion de cada sesion
fue entre 90 y 150 minutos. Las entrevistas se realizaron despues que el estudiante respondia cada
una de las tareas (una a una) haciendo énfasis, por ejemplo, la forma en que el estudiante le daba
respuesta a la tarea, porque de esa forma, si reconoce otra via de solucién, como interpretaba el
resultado, etc. Por lo que, el investigador estuvo pendiente de cada accién del estudiante con el fin

realizar preguntas que permitieran entender el proceder de éste.

Asimismo, durante las entrevistas se motivo al estudiante a autocorregir sus producciones
escritas cuando cometia errores, en particular los calculos que hicieron al resolver el instrumento
para asegurar que sus errores fueran conceptuales y no inconsciente (como no tener en cuenta algun

signo, operar equivocadamente, etc.) en el instante de hacer las operaciones.

Posteriormente a la aplicacion de las entrevistas, estas fueron transcritas totalmente y las
producciones escritas fueron escaneadas. Esto permitid, reunir evidencia verbal y escrita de cada
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estudiante. Mientras que los gestos fueron detallados en la narrativa de cada uno para saber cudndo
fueron utilizados y que conceptos matematicos utilizaron de acuerdo con esta via. La evidencia de

cada estudiante fueron objeto de analisis.
3.2.2 Instrumento de coleccion de datos.

Para el logro del objetivo de esta investigacion se elabord un instrumento que permitiera obtener
las respuestas de los estudiantes mientras estos muestran sus ideas libremente, cuando resuelven
tareas que involucran a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden. El proceso de
confeccion del instrumento fue propuesto y discutido en profundidad por el equipo investigador.
Las tareas propuestas fueron retomadas y adaptadas del articulo de Perdomo (2011), de acuerdo
con su clasificacion. Asimismo, se consideraron los criterios de Goldin (2000) para llevar a cabo
una Entrevista Basada en Tareas. También se realiz6 una validacion por usuarios y expertos del

instrumento.
Tipos de tareas de (EDO) segun Perdomo (2011):

Tipo 1: Requieren del conocimiento del concepto de solucion de una EDO. Consisten en verificar
si una expresion es solucion general o particular de una EDO y analizar las propiedades de las

soluciones. (T1%).

Tipo 2: Consisten en el uso de conocimientos matematicos estudiados con anterioridad o
empleando métodos algebraicos sencillos (T2).

Tipo 3: Requieren para la resolucidn, la representacion y/o interpretacion del campo de direcciones
asociado a una EDO (T2).

Tipo 4: Consisten en interpretar informacion proporcionada en términos algebraico en un problema
de aplicacion (T3).

3.3 Aplicacién piloto y resultados

El instrumento fue sometido a un proceso de validacion, a fin de valorar el alcance del objetivo de

esta investigacion, debido a que las preguntas fueron adaptadas de otra investigacion. En este

proceso de validacion por expertos y usuarios. Ademas, se tuvieron en cuenta los siguientes

1 Tn (n = 1,2,3) hace referencia a la tarea Tn en el instrumento
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criterios para evaluar la validez del contenido de las tareas: a) claridad, b) redaccion, ¢) nivel de
dificultad y d) si contiene informacién adecuada.

En la validacion con expertos en Matematica Educativa representados por el equipo de
investigacion y un maestro de la asignatura de Ecuaciones Diferenciales, llevo a realizar cambios
en el disefio del instrumento (ver anexo 1). Los expertos? sugirieron resolver el instrumento por el
investigador y estudiantes para observar el alcance del objetivo y la claridad en las preguntas.

Ademas de medir el tiempo de solucidn del instrumento.

En esta etapa se respondieron las tareas, se discutieron las diferentes variantes de solucion
con la participacion del maestro de la asignatura de Ecuaciones diferenciales. Luego se
identificaron las conexiones matematicas (Tabla 1) definidas por Garcia (2018), esto fue llevado a
cabo por el equipo de investigacion. Ninguna tarea permitio identificar todas las conexiones
matematicas y las tareas de Tipo 2 solo permitieron identificar las conexiones: procedimental y de
reversibilidad. Las tareas de Tipo 3 y Tipo 4 permitieron identificar una mayor cantidad de
conexiones matematicas en especifico la T3y la T5.

Tabla 1. Conexiones Matematicas

Tarea Tipo Conexiones Matematicas

1 1 Procedimental, significado, caracteristica y parte todo.

2 2 Procedimental y reversibilidad

3 3 Procedimental, reversibilidad, significado, representacion diferente y
parte todo

4 3 Caracteristica, procedimental, significado, representacion diferente y
parte todo

5 4 Procedimental, reversibilidad, significado, parte todo y representacion
diferente

6 4 Procedimental, significado, parte todo y representacion diferente

De acuerdo a estos resultados se llego a la conclusion de que el instrumento fuera confeccionado
por tres tareas: la T1 que permitiera recoger conexiones en el registro algebraico y es consecuente
con la tarea de Tipo 1, la T2 permitiera recoger conexiones en el registro algebraico y grafico (en

especifico el transito entre estos registros) y es consecuentes con la tareas de Tipo 3 y por ultimo

2 Los expertos se caracterizaron por tener una formacion en el area de matematica educativa, uno de ellos con mas de
15 afios de experiencia impartiendo la asignatura de Ecuaciones Diferenciales, otro en el campo de las conexiones
matematicas y otro en el campo de comprension de conceptos.
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la T3 que permitiera recoger conexiones en la resolucion de problemas de aplicacion y es
consecuente con la tarea de Tipo 4 (ver anexo 2).

3.3.1 Disefio de Entrevistas Basadas en Tareas

Teniendo en cuenta los resultados de la aplicacion piloto del instrumento, se confecciond un
protocolo semiestructurado que presento las tareas propuestas y algunas preguntas auxiliares para
cada tarea. Esto permitio recopilar las producciones de los estudiantes en los registros: algebraico,
gréfico y verbal. A los alumnos se les dio el protocolo en forma de cuestionario con las tareas, pero
sin las preguntas auxiliares. El protocolo de la entrevista se estructurd en cuatro partes (Tabla 2)

como se describe enseguida.

Tabla 2. Estructura del protocolo para la recoleccion de datos.

Parte I. Datos generales del entrevistado. El objetivo es recopilar informacion personal de los
participantes, asi como del desempefio general que tuvieron en su curso de Ecuaciones

Diferenciales.

1. ¢Cual es tu nombre completo y cudl es tu edad?

2. ¢Qué calificaciones has obtenidos en tu curso de Ecuaciones Diferenciales?

3. ¢Cémo consideras que fue tu desempefio en las clases de Ecuaciones
Diferenciales?

Parte I1. Explorando conexiones matematicas en el registro algebraico. El objetivo es identificar
las conexiones que realizan los estudiantes cuando resuelven las tareas en el registro algebraico,
observando las estrategias de resolucién que utilizan, alternativas de resolucién, si conocen el

algoritmo para resolver la EDO de primer orden. Hace referencia a las tareas de tipo 1.

Justifica de forma razonada, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
3
a) Lafuncion xy? + x? = 1 es una ecuacion particular de la ecuacion diferencial
(x2 + y®)dx + 2xydy =0

b) La familia de funciones y = % + 2 es una solucion de la ecuacion diferencial
dy _(2-y)
dx X
¢ Qué es una ecuacion diferencial?
¢Qué es una solucion particular y general?

Como resolver varios tipos de EDO de primer orden (separable, lineal y exacta).
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Si el estudiante no explica sus procedimientos se le indica que lo haga.
Si el estudiante conoce diferentes vias de solucion alentarlo a que lo indique.

Parte I11. Explorando conexiones matematicas en el registro algebraico y gréfico. El objetivo es
identificar las conexiones que realizan los estudiantes cuando construyen el campo de direcciones,
la solucidn pedida y la coordinacion entre los sistemas de representacion graficos y algebraicos.

Hace referencia a las tareas de tipo 2 y tipo 3.

.z . . 1 f . .
Resuelve la ecuacion diferencial y'(x) = - Represente el campo de direcciones asociado

a la ecuacion y una solucion correspondiente a x = 1
e ;Qué es un campo de direcciones?
e Si el estudiante no explica sus procedimientos se le indica que lo haga.

¢ Si el estudiante conoce diferentes vias de solucion alentarlo a que lo indique.

Parte 1V. Explorando conexiones matematicas en la resolucion de problemas de aplicaciéon. El
objetivo es identificar las conexiones que realizan los estudiantes cuando resuelven problemas, al
determinar si interpretan de forma correcta, en lenguaje matematico, la informacion dada en

lenguaje verbal relativa a un contexto real. Hace referencia a las tareas de tipo 4.

Se sabe que la poblacion de una ciudad crece a medida que pasa el tiempo, verificando la
., . - dpP . -, ~ ~
ecuacion diferencial - = K0> 0.Si la poblacion se ha elevado en 3 afios, y en 5 afios ha

alcanzado la cifra de 4000 habitantes. ¢Cuantas personas vivian en la ciudad al comienzo

de ese periodo de cinco afios?

3.4 Analisis de datos

Para el analisis de los datos colectados se decidio utilizar el analisis tematico establecido por Braun
y Clarke (2016, 2012), su objetivo es identificar patrones de significados (Temas) de un conjunto
de datos que se obtienen de las respuestas a las tareas planteadas en la investigacion, en otras
palabras, permite examinar e identificar patrones en datos cualitativos (Braun y Clarke, 2012). El
analisis tematico resalta por ser flexible dado que puede ser usado en diferentes marcos tedricos y
preguntas de investigacion. También puede ser utilizado para ocasionar analisis mediante los datos
0 encaminado por la teoria. En esta investigacion, el andlisis tematico, se utilizé para identificar

conexiones matematicas que realizaron los estudiantes al resolver las tareas planteadas.
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3.4.1 Fases del anéalisis tematico

El método estd compuesto por seis fases (Braun & Clarke, 2006, 2012), que se describen a

continuacion.
Fase 1. Familiarizarse con los datos

Esta fase consiste en conocer detalladamente las producciones (escritas, verbales y gestuales) de
los alumnos e introducirse en los datos para habituarse con el lenguaje que utilizan. Para lograrlo,
se transcribio cada entrevista, esto permitid tener ideas iniciales sobre las conexiones matematicas

que realizan los estudiantes.
Fase 2. Generar codigos iniciales

Segin Braun y Clarke (2012) los cddigos facilitan identificar etiquetas de acuerdo a una
caracteristica de los datos que sea notable para la pregunta de investigacion. La codificacion se
realiza cuando se identifica algo que es relevante y a medida que avanza la codificacion se pueden
transformar los codigos. En este sentido, para identificar conexiones matemaéticas, se buscaron
proposiciones en las narrativas de los estudiantes donde establecieron una verdadera relacion entre
dos 0 mas conceptos, definiciones, teoremas, significados entre si. Por ejemplo, ver extracto de la

entrevista con E2.

I: ¢Como te das cuenta de que es una ecuacion diferencial?
E2: Por esto (sefiala la expresion dy/dx) la notacion.

I: ¢ Qué es eso?

E2: La notacion.

I: Pero ¢qué significa?

E2: La derivada de y respecto a x

A partir del extracto anterior formamos el codigo: “la derivada permite identificar la existencia de
una ecuacion diferencial”. Este proceso se realizd con los cuatro estudiantes y se crearon

veinticinco codigos (Tabla 3).
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Tabla 3. Cddigos

Estudiante Caodigo

El C;: El campo direccional es una representacion gréafica que permite
observar el comportamiento que tiene la solucion de la ecuacion
diferencial.
C,: Para resolver una ecuacion diferencial separable se despeja las
expresiones de x e y y se integra ambos miembros.
C5: El campo direccional se construye utilizando la derivada, dado que la
derivada es la pendiente de la recta tangente en un punto.
C,: El valor inicial de una EDO se representa por la expresion p(0).
Cs: La representacion verbal “En cinco afios se ha alcanzado la cifra de
40000 habitantes” se puede representar algebraicamente por
p(5) = 40000.
Ce: Una ecuacion diferencial es una ecuacion donde en lugar de una
variable incAgnita en este caso es una funcion incognita.
C,: La solucion general es un conjunto de funciones que satisface una
ecuacion diferencial.
Cg: Las ecuaciones diferenciales de variables separables tienen la forma
f)dy = f(x)dx.
Co: Una ecuacion diferencial es exacta si aMa(;’y ) - aN;’;'y ),
Cio: En las ecuaciones diferenciales separables se despejan las
expresiones de x y de y.

E2 Ci1: La derivada permite identificar la existencia de una ecuacion
diferencial
C;,: La derivada y la integral son operaciones inversas.
C;3: Una funcidn es solucion, cuando se deriva la solucion y se sustituye
la solucion, comprobando que se cumpla la igualdad de la ecuacion.
C,4: Lasolucién general es una expresion donde cualquier valor que se
evalle en la constante “c” va satisfacer la ecuacion diferencial.

E3 C;s: La constante C de una solucion general puede tomar un valor

cualquiera de los reales.

Cie: Por x =1 pasa una curva de la familia de funciones de tipo
logaritmica.

Ci7:Una  ecuacion  diferencial exacta es de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

C,g: La representacion de la derivada de una funcién me permite
identificar una ecuacion diferencial.

C,9: Para resolver una ecuacion diferencial separable se separan las
expresiones de x e y y se integra ambos miembros.

C,o: En las ecuaciones diferenciales separables se despejan las variables
xXyy.

C,,: Una funciodn es solucién al comprobar que la solucién satisfaga la
ecuacion, para esto se deriva la solucion y se sustituye la solucion.
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C,,: Una ecuacién diferencial es una ecuacion en donde las soluciones no
son numeros reales, sino que las soluciones son funciones.

C,3: El campo de direcciones es una representacion en forma de vectores
que se obtiene a partir de la derivada de cierta funcion.

E4 C,,: Para resolver una ecuacion diferencial separable se separan las x de
un lado y las y del otro, integrando ambos miembros.
C,s: Una ecuacion diferencial es la relacion de una funcion con sus
derivadas.

Fase 3. Buscar temas

De acuerdo con Braun y Clarke (2012) buscar temas es un proceso activo, donde se generan o se
construyen temas. En este sentido, sefialan que el conjunto de datos provee la base material para el
analisis. Este proceso de construccion de temas y subtemas consiste en revisar los datos codificados

y agrupar los cddigos que comparten alguna similitud.

Para lograr esto se asignaron y ordenaron codigos relacionados entre si y se establecieron
familias de codigos (subtemas). Esto permitié agrupar aquellos codigos que tenian el mismo patron
de respuesta. Los subtemas construidos fueron asociados a un tipo de conexion matemaética (temas).
Cada subtema es un tipo de conexion matematica especifica dentro de las ecuaciones diferenciales
(construido a partir de los datos) y cada tema es un tipo de conexién matematica (proporcionada
en el marco). Los codigos que no se relacionaron se consideraron conexiones matematicas
especificas de las ecuaciones diferenciales (subtemas) y fueron asociados a un tipo de conexion

matematica (Tabla 4).

Tabla 4: Asociacion de cddigo, subtema y tema.

Caodigo Subtema Tema

C, Para encontrar la solucion de una ecuacion diferencial de Procedimental

Cio variable separable se separan las variables y se integraa.

Cra

Ci3 Una funcion es solucion de una EDO cuando ésta Procedimental

Coq satisface a la ecuacion diferencial.

Cs El campo de direcciones de una ecuacién diferencial se Representaciones

Cy3 representa mediante la interpretacion geométrica de la diferentes
derivada.

Cy El valor inicial de una EDO se representa por la expresion Representaciones
p(0). diferentes
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Cs La representacion verbal “En cinco afios se ha alcanzado ~ Representaciones
la cifra de 40000 habitantes” se puede representar diferentes
algebraicamente por p(5) = 40000.

Ce Una ecuacion diferencial es una ecuacion donde las Significado
Cys soluciones son funciones.
Cys Una ecuacién diferencial es la relacion de una funcién Significado

con sus derivadas

C; El campo direccional es una representacion grafica que Significado
permite observar el comportamiento que tiene la solucién
de la ecuacion diferencial

(o La solucion general es una familia de funciones que Significado
Cia satisface una ecuacion diferencial.

Ci1 La derivada es una componente de la ecuacion diferencial Caracteristica
C18

Cio Las ecuaciones diferenciales separables tienen la Caracteristica
Cyo caracteristica de separar las variables x y y.

Cis La constante C de una solucién general de una ecuacion Parte-Todo

diferencial puede tomar un valor cualquiera de los reales.

Cie Por x = 1 pasa una curva de la familia de funciones de Parte-Todo
tipo logaritmica.

Ciy Una ecuacion diferencial exacta es de la forma Parte-Todo
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Cg Las ecuaciones diferenciales de variables separables Parte-Todo

tienen la forma f(y)dy = f(x)dx.

Ciz La derivada y la integral son operaciones inversas. Reversibilidad
o . . aM(x, ON(x, icacic
Co Una ecuacién diferencial es exacta si a(; ) _ ;iy). Implicacion

Fase 4. Revision de los temas

Una vez que se tienen los posibles temas candidatos se comienza la fase 4. Esta fase implica un

proceso recursivo donde los temas son revisados en relacion con los datos codificados con el fin
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de que exista relacion entre ellos (Braun & Clarke, 2012). Esto permite generar nuevos temas o
subtemas que respondan de forma maés significativa los datos relevantes (codigos) a la pregunta de
investigacion. También se puede dividir un tema en varios subtemas o mas bien juntarlos de tal
forma que respondan a un mismo patron de respuesta. Teniendo presente que los datos de los temas

deben ser coherentes entres si y ademas debe existir distinciones claras entre los temas.

En esta fase se realizan dos niveles de revision (Braun & Clarke, 2016). En el nivel uno se
revisan los datos codificados. Observando todos los cddigos confeccionados para cada tema y
prestando atencion si forman un patron coherente. Si se cumple esto se pasa al segundo nivel de
esta fase. En la segunda fase se realiza un proceso similar, pero teniendo en cuenta todo el conjunto
de datos. Primero se discute, si los temas son correctos en relacién con el conjunto de datos y
segundo se codifican cualquier dato adicional dentro de los temas que se hayan perdido en la fase

de codificacion. Por tanto, esta fase permite refinar los temas construidos.

Por ejemplo, el subtema “Una ecuacion diferencial es una ecuacion en donde las soluciones
son funciones” se decidié asociarlo a la conexion de significado. Inicialmente, este subtema se
habia considerado como una conexidén matematica del tipo caracteristica; sin embargo, en las
discusiones de trabajo se decidio hacer el cambio porque se considero que este tema (conexion de
significado) indica con mayor claridad el patron de respuesta del estudiante, es decir el tema esta
asociado al sentido propio que el estudiante tiene de este concepto matematico.

Fase 5. Definicion y nombre de temas

De acuerdo con Braun y Clarke (2012) para definir los temas es preciso establecer apropiadamente
lo que es Unico y especifico sobre cada tema. Los temas deberian tener un enfoque singular; pueden
estar relacionados, pero sin ser repetitivos y deben responder a la pregunta de investigacion (Braun
& Clarke, 2012). Para esta investigacion, se definid y se nombro cada tipo de conexién matematica

identificada en los datos durante las sesiones de trabajo.
Fase 6. Elaboracion del informe

Segun Braun y Clarke (2006) mencionan esta fase inicia cuando hay un conjunto de temas
totalmente definidos e involucra la redaccion del informe. En este caso, el informe incluyo los

subtemas definidos y agrupados en temas que contienen las conexiones matematicas encontradas.
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Capitulo 4

Resultados

En el capitulo anterior se expuso la metodologia y se presento el instrumento y el procedimiento
para el analisis de los datos. En este capitulo se describen en detalle los resultados obtenidos en la
investigacion. En primer lugar, se exponen las conexiones matematicas realizadas por los
estudiantes. A continuacion, se describe cada uno de los tipos de conexiones matematicas v el

capitulo finaliza con las conexiones matematicas identificadas en los estudiantes.
4.1 Conexiones matematicas realizadas por los estudiantes

Mediante el analisis temético se construyeron 17 subtemas y cada subtema fue asociado a un tipo
de conexion matematica (temas) definida en el marco (Tabla 5). Estas emergieron cuando los
estudiantes resolvieron las tareas propuestas en la investigacion, es decir, al comprobar si una
expresion es solucion particular o general de una EDO, al usar conocimientos matematicos
estudiados con anterioridad, al representar y/o interpretar el capo direccional asociado a una EDO

y al interpretar la informacion indicada en términos algebraicos en un contexto de la vida real.

Tabla 5. Conexiones realizadas por los estudiantes

Temas Subtemas Frecuencia
Procedimental 1. Una funcién es solucion de una EDO cuando ésta 2
satisface a la ecuacion diferencial.
2. Paraencontrar la soluciéon de una ecuacion diferencial de 5

variable separable se separan las variables y se integra.

Representaciones 3. EIl campo de direcciones de una ecuacion diferencial se 2
. representa mediante la interpretacion geométrica de la
diferentes -
derivada. 1
4. EIl valor inicial de una EDO se representa por la
expresion p(0). 1

5. Larepresentacion verbal “En cinco afios se ha alcanzado
la cifra de 40000 habitantes se puede representar
algebraicamente por p(5) = 40000.
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Caracteristica 6. La derivada es una componente de la ecuacién 2
diferencial.
7. Las ecuaciones diferenciales separables tienen la 2
caracteristica de separar las variables x y y.

Significado 8. Una ecuacion diferencial es la relacion de una funcion 1
con sus derivadas.
9. Una ecuacidn diferencial es una ecuacién donde las 2
soluciones son funciones.
10. El campo direccional es una representacion gréafica que 1

permite observar el comportamiento que tiene la
solucion de la ecuacion diferencial.

11. La solucion general es una familia de funciones que 2
satisface una ecuacion diferencial.

Parte-Todo 12. Laconstante C de una solucion general de una ecuacion 1
diferencial puede tomar un valor cualquiera de los reales.
13. Por x = 1 pasa una curva de la familia de funciones del 1
tipo logaritmica.
14. Una ecuacion diferencial exacta es de la forma 1
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.
15. Las ecuaciones diferenciales de variables separables 1

tienen la forma f(y)dy = f(x)dx.

Reversibilidad  16. La derivaday la integrar son operaciones inversas. 1

oM(x,y) _ IN(x,y) 1

Implicacion 17. Una ecuacidn diferencial es exacta si —

4.1.1 Conexiones matematicas de tipo procedimental

Los estudiantes E2 y E3 cuando resolvieron la T1, es decir, cuando justificaron que la familia de

_@2»

. ., ., . . d
funciones y = §+ 2 es una solucion de la ecuacion diferencial ﬁ , argumentaron que es

necesario comprobar que la funcion satisface la ecuacion diferencial haciendo uso de reglas
matematicas. En este sentido se identifico la conexion matematica de tipo procedimental cuando
los estudiantes guiados por su nocion del concepto de solucién de una ecuacion diferencial: 1)
encuentran la derivada de la solucién, 2) sustituyen la solucién en la ecuacion diferencial y 3)
realizan los calculos necesarios. Obteniendo las dos expresiones iguales (ver extracto de los

estudiantes E2 y E3 y las figuras correspondientes a éstos).
I: ¢Como procediste...?
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E2: [...] lo que hice fue verificar, pero aqui (sefiala la tarea 1, inciso b) como tiene que
comprobar la igualdad es muy pues facil derivar y y aqui (sefiala y' = %G)) lo que hice
derivar, derivar la funcion esta cosa (sefiala y = i + 2) la derivamos, la derivada de 2, una

- C ) Cc . g
constante siempre va ser cero hacemos esto (—) que es esto (y' = _x_z) verificamos la

X

— 2—(=+
igualdad (Z—i’ = zTy) sustituimos <—i = (+)> sustituf la derivada (y' = —xiz) que la

x2

. ~ . ) . d 2— - -, .
puse aqui (sefiala el miembro izquierdo de é = Ty), aqui igual a la funcion sustituyendo y

~ . i oo2—(442 o
(sefiala donde sustituyo y = % + 2), reducimos (sefiala (+)) esto es facil 2 menos esa cosa

C

G + 2) se va con esto ... ya no mas queda esto (sefiala % ), [...] verificamos que si (sefiala

la igualdad obtenida — = = — =
X

x2

B)  Teaemey 9T t—;"ikz 'f oo‘kcx\w«oa. /{m Arq-.uglh.__
5= 405

1 [
Yz =y

Sus\-::‘ruiwm 2 Lo eco, ol,[
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Figura 1. Procedimientos hechos por E2 para resolver la tarea 1.

I: Si preguntara, ¢esta funcion (sefiala y = 2 + 2) es solucion de la ecuacion EDO? ¢Qué

harias?

E3: Pues, solo debe satisfacer la ecuacion.

I: ¢Explicame lo que me dijiste?

E3: Tengo la funcion (y = i— 2), la derivo respecto a x, obtengo la derivada.

I: ¢La derivada a que es igual?
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E3: Esesta (y' = — xiz) menos ¢ sobre x cuadrada.

I: ¢ Y la ecuacion?

., d 2—
E3: La ecuacion es 2 menos y sobre x (ﬁ =2 )

X
I: Entonces para que satisfaga que debe pasar.

E3: Sustituimos el valor de y (y = 5— 2) aca (sefiala Z—z = Z_Ty) pues es lo mismo que

llegamos acé (sefiala y' = — ).
I: Sera cierto eso.

E3: Si es cierto

I: ¢ A ver?

E3: (realiza el procedimiento)

'l ] s
19\) Y= ';i-“:z (@4 c;ic = > £2)
2
:l( ”""Ac' Qh
\ <
S B3
<gnb>g-‘¥us.a,s)a‘ U«) =t (?5 }c(/lrtﬂab *
c
e £ -2 " x ¢
Y o™ - = AL L=
:l:i - Z (X 2 2 — = X )f?'
XS % e
5y -c
= az. X

Figura 2. Procedimientos hechos por E3 para resolver la tarea 1.

Este procedimiento corresponde al subtema “una funcién es solucién de una EDO cuando ésta
satisface la ecuacion diferencial”.

Por otro lado, los estudiantes E1, E3 y E4 al resolver una ecuacion diferencial de variable
separable indicaron que para encontrar la solucién es necesario, separar las variables e integrar,
esto corresponde al subtema “para encontrar la solucion de una ecuacion diferencial de variable
separable se separan las variables y se integra” (ver extracto de El, E3, E4 y las figuras
correspondientes a estos).

I: ¢Como llegas a esta forma (sefiala f (y)dy = f(x)dx)?
E1: Despejando
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I: ;Cémo sigue...?

E1: Nos queda esto (sefiala %dy = idx) y lo Unico que hay que hacer es integrar los dos

(sefiala fﬁdy = f%dx)

Figura 3. Procedimientos hechos por E1 para resolver la EDO de la T1.

P p - . . ~ ., d 2—
I: ¢Como resolverias la ecuacion diferencial (sefiala la ecuacion é = Ty )?

E3: (el estudiante resuelve la ecuacion diferencial)
I: ¢Como prosigue?
E3: Lo Unico que sigue es integrar.

*)S%M; S%r.kx

Figura 4. Procedimientos hechos por E3 para resolver laEDO de la T1

p 1 -, . . . .
I: aqui (y'(x) = ;) la ecuacion es derivada de y igual a uno sobre x si quieres encontrar la

solucién ¢qué debes encontrar?

E4: el valor de y

I: y para hallar y, ¢qué te haria falta?

E4: separar, un lado las x y a un lado las y

I: ¢por qué separarias?

E4: para poder tener aqui el diferencial de y (sefiala el miembro izquierdo de la ecuacion

dy = Ldx ) y de este lado a uno sobre x diferencial de x
X

I: y haces lo que hiciste anteriormente (integrar ( [ dy = fidx ))

35



nw |l %l
G (r)= ((\ o .
o\ A = -
AR ; & (79 7~
Nog a2 al e
= 4 G =)=
L W V)
A = ° 4 {/// s el Yol
= A A
\: d 7 o 7N 4
o
e ¢ on 17l
7

Figura 5. Procedimientos hechos por E4 para resolver la EDO de la T2.

Este subtema también se pudo observar cuando el estudiante E1 resolvié las ecuaciones

diferenciales de las tareas T2 y T3 respectivamente (ver Figura 6 y Figura 7).

I /o rdy7 M) (

- ' Y [y = oy I — =" ",/
20 YN X)X = % Ydy = = d

Figura 6. Procedimientos hechos por E1 para resolver la EDO delaT2.

Figura 7. Procedimientos hechos por E1 para resolver la EDO de la T3.

La conexion matematica de tipo procedimental se identificO en los cuatro participantes que
intervinieron en la investigacion. Los estudiantes en general utilizaron diferentes métodos para

resolver las tareas establecidas esto permitio identificar este tipo de conexion matemaética.

4.1.2 Conexiones matematicas de tipo caracteristica

Se encontr6 que los estudiantes E2 y E3 realizaron conexiones de tipo caracteristica al reconocer
cualidades de las ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, reconocieron que al incluir la notacion
simbolica que representa a la derivada de y con respecto de x en una ecuacion, indica que la

ecuacion es una ecuacion diferencial (ver extracto de E2 y E3).

. -, . . ~ d 2—
I: ¢Como te das cuenta de que es una ecuacion diferencial (sefiala ﬁ = Ty)?

~ ., d .z
E2: Por esto (sefiala la expresion ﬁ) la notacion.

I: ¢ Qué es eso?
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E2: La notacion.
I: Pero ¢qué significa?

E2: La derivada de y respecto a x.

I: ¢Existe algo qué te diga que es una ecuacion diferencial? Por ejemplo, esta (sefiala

dy _ 2-y
dx  x 7

E3: El primer miembro de esta parte (sefiala, 2y ).
dx X

I: ¢ Qué tiene esa parte?

E3: Es la...para mi representa la derivada de una funcion.

Esta cualidad corresponde al subtema construido “la derivada es una componente de la ecuacion

diferencial”.

Mientras el segundo subtema correspondiente a este tipo de conexion matematica esta relacionado
con la forma de las ecuaciones diferenciales “las ecuaciones diferenciales separables tienen la
caracteristica de separar las variables xy y”. Por ejemplo, el estudiante E3 al referirse a las
ecuaciones diferenciales separables reconocié que puede escribir la ecuacion separando las

variables cada una en cada miembro (ver extracto de E3).

I: Las ecuaciones diferenciales que se resuelven mediante este procedimiento

Dy, &, Y

2=y

dax . , .
= f—xtlenen algun tipo de nombre.
dx x 2=y X x

E3: Si, ecuaciones diferenciales separables.
I: ¢Por qué separables?
E3: Lo que entendi, son facil de despejar ambas variables porque para otras no puedes

despejar, de hecho, en algunas no se pueden despejar las variables, se recurre a otros métodos.

Mientras que el estudiante E1 reconoce que cuando estd en presencia de una ecuacion diferencial
separable se deben separar las expresiones de x y de y, multiplicadas por el diferencial

correspondiente a cada variable. (ver extracto de E1).

. ~ ., d 1
I: ¢Me puedes explicar? (sefiala la ecuacion ﬁ = ;(2 - X)
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El: ... se tiene que despejar y de un lado va a quedar una expresion que es una funcion de
variables y multiplicada por el diferencial dy y aqui una expresién multiplicada por el
diferencial dx aqui la expresion depende de x (sefiala, f(y)dy = f(x)dx).

I: ¢ Este tipo de ecuacidon la conoces por algiin nombre?

E1: creo que si ... variables separables.

La conexion matemaética de tipo caracteristica se identifico en los estudiantes E1, E2 y E3. Estos
estudiantes en general reconocieron elementos o caracteristicas propias de los conceptos
ecuaciones diferenciales o ecuacion diferencial separable. Mientras que el estudiante E4 presento
dificultad para realizar este tipo de conexion matemaética, dado que no logro identificar cualidades
que le permitieran identificar un concepto. Por ejemplo, él reconoce que un método de solucién de
una ecuacion diferencial es separar las expresiones de x y las de y con sus correspondientes
diferenciales e integral ambos miembros, pero no reconoce que tipo de ecuacién diferencial utiliza

este procedimiento.
4.1.3 Conexiones matematicas de tipo representaciones diferentes

Como se indicé en la Tabla 1, se identificd la conexidn de representaciones debido a que se observo
el transito entre diferentes registros de representacion. Por ejemplo, en el subtema “el campo de
direcciones de una ecuacion diferencial se representa mediante la interpretacion geométrica de la
derivada”, los estudiantes E1 y E3 lograron transitar entre la expresion analitica de una ecuacion
diferencial y la representacion gréfica del campo direccional asociado a la ecuacion diferencial al
resolver la T2. En particular el estudiante E3, para representar el campo direccional realiza
representaciones algebraicas de la ecuacion de una recta (para los puntos (1,1); (2,1)) reconociendo
que al evaluar el punto en la derivada el valor obtenido es la pendiente de la recta en dicho punto.
Las rectas las representa en una gréfica, resaltando vectores pequefios en la recta que pasan por los

puntos indicados anteriormente, obteniendo una representacion grafica inicial del campo de

direcciones asociado a la ecuacién diferencial y'(x) = i (ver extracto de E3 y Figura 8).

I: ¢Que es un campo direccional?

E3: Mi idea es que, digamos es una representacion [...] en forma de vectores.

I: ¢ Esos vectores como los obtienes?

E3: Si es relacionado al problema se deben de obtener a partir de... esos vectores deben tener
una pendiente, esa pendiente se tiene que obtener a partir de la derivada de cierta funcion.
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I: ¢COmo es este caso (sefiala y'(x) = i)?

E3: Para obtener el campo direccional por ejemplo tenemos la ecuacion diferencial que es

~ 1 .
esta (sefiala y'(x) = - ) entonces podemos sacar las rectas tangentes digamos, tomamos un

. ~ 1
punto, el punto p de coordenadas uno coma uno y en la derivada (sefiala y'(x) = - ) solo

tenemos el valor de x entonces sustituimos el valor de la primera coordenada que seria uno

en la derivada, entonces tenemos uno sobre uno es igual a uno.

I: ¢Ese uno que es?

E3: Ese uno es la pendiente que tendra la recta que pasa por dicho punto entonces nosotros

como ya tenemos el punto utilizamos esta ecuacion de la recta (sefiala y — y; = m(x — x;)).

6 = et
_:.> 3"‘5\""”(X—X‘
Y.L y (x-0)

o)

yo i ifaen Ay 1

Yoy 2 gxmd

\
2 Yo 9B

Figura 8. Representacion algebraica y gréfica

de E3.

La conexion matematica de representacion también se identificd por parte del subtema “el campo

de direcciones asociado a una ecuacion diferencial”, cuando el estudiante E1 hizo una

representacion tabular con puntos que obtiene de la expresion de la derivada (y’(x) =

)yal

mismo tiempo reconocio que la derivada es la pendiente de la recta tangente en un punto. Con esta

informacion, va obteniendo pendientes que le permiten representar graficamente el campo

. . . ., . . 1 . .
direccional asociado a la ecuacion diferencial y'(x) = - deduciendo el comportamiento de las

pendientes en otros puntos (ver extracto de E1 y Figura 9).

I: ¢Como se construye el campo direccional?

E1: Con esta (sefiala y'(x) = i) que seria la derivada

I: ¢Como lo haces?
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E1l: Como sabemos que graficamente la derivada viene siendo la pendiente de la recta
tangente en un punto, pues basicamente se le da valores a esta expresion (sefiala y'(x) = i)
y ya bésicamente con los valores.

I: ¢ Qué vas obteniendo?

E1: La pendiente de la recta tangente es ese punto.

I: 'Y eso fue lo que tu obtuviste (sefiala la representacion gréfica)

N

—1x

b3
N

s e

W Al
<

3

Figura 9. Répreséhfécién tabuvlvar y gréfi'c'a de E1 -
Ademas, se construyeron los subtemas “el valor inicial de una EDO se representa por la expresion
p(0)” y “la representacion verbal “en cinco afos se ha alcanzado la cifra de 40000 habitantes” se
puede representar por p(5) = 40000~ para el tipo de conexion de representaciones. Esto fue
permitido, dado que el estudiante E1 al resolver el problema de la Tarea 3 fue capaz de representar
algebraicamente situaciones del problema, por ejemplo, reconoce que el valor inicial de la
poblacion lo puede representar por una funcion p evaluada en cero (p(0)). Al mismo tiempo
reconoce que si la poblacion en 5 afios ha alcanzado la cifra de 40000 entonces esto se puede
representar por una funciéon p evaluada en 5 igual a 40000 (p(5) = 40000) la cual es una

representacion algebraica (ver extracto de E1 y Figura 10).

I: Explicame tu procedimiento.
E1: Queremos encontrar primero la funcion original que depende del tiempo y la funcion
original es p asi que p evaluada en tres seria el doble que p evaluada en cero que seria el valor

inicial y aqui estd la expresion que dice que se ha doblado en tres afios (sefiala
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p(3) = 2p(0)) y asi mismo en cinco afios se ha alcanzado la cifra de 40000 habitantes o sea
que p evaluado en 5 son igual a 40000 (p(5) = 40000) [...].

Si la poblacion sea doblado en 3 afios, y en 5 afios ha alcanzado la cifra
de 40000 habitantes.

F(3)=12-P(0) |

Figura 10. Representacion algebraica de E1.

s 4 " .
_ P(s5) = 4od0p

La conexion matematica de representaciones diferente se identific en los estudiantes E1 y E3 en
especifico utilizaron representaciones alternativas (algebraico-gréfico y verbal-algebraico).
Mientras que los estudiantes E2 y E4 presentaron dificultad para realizar este tipo de conexién
matematica. Por ejemplo, el estudiante E2 trabajo en el registro algebraico para resolver las

ecuaciones diferenciales, pero cuando se le solicito obtener el campo direccional correspondiente
a la ecuacion diferencial y'(x) = %argumento que no recordaba el concepto. Por otra parte, cuando
va a resolver la Tarea 3 no logra escribir algebraicamente las condiciones del problema para poder
resolver la ecuacion diferencial Z—IZ = K. El estudiante E4 de igual forma presentd la misma

dificultad, pero en este caso reconoce que es un campo de direcciones, pero no logra representarlo
debido a que no relaciona la derivada con el campo de direccion.

4.1.4 Conexiones matematicas de tipo significado

Se identificd la conexion de tipo significado debido a que los estudiantes después que resolvieron
las tareas se les pregunt6 durante la entrevista qué entendian por ecuaciones diferenciales, solucion
general, campo direccional. Los estudiantes en sus respuestas atribuyeron un sentido a cada uno de
estos conceptos matematicos. Ejemplo, para el subtema “una ecuacion diferencial es la relacion de
una funcion con sus derivadas”, se identifico la conexion matemaética de significado ya que el
estudiante E4 al preguntarle qué es una ecuacién diferencial indic6 que ésta es la relacion de una
funcidn con sus derivadas (ver extracto de E4) dandole un sentido al concepto, en este caso lo que

para él es una ecuacion diferencial.

I: ¢ Qué es una ecuacion diferencial?

E4: Es la relacion de una funcién con sus derivadas.
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En este mismo sentido se construyo el subtema “una ecuacién diferencial es una ecuacion en donde
las soluciones son funciones”. Dado que los estudiantes E1 y E3 respondieron que una ecuacion

diferencial es una ecuacidn en donde las soluciones funciones (ver extracto de E1 y E3).

I: ¢ Qué es una ecuacion diferencial?

E1: Una ecuacion en la que en lugar de una variable incégnita en ese caso es una funcion
incognita...

I: ¢Qué es una ecuacion diferencial?

E3: Una ecuacion diferencial, es una ecuacion en donde las soluciones no son nimeros reales,

sino que las soluciones son funciones.

Por otra parte, se construyeron los subtemas “el campo direccional es una representacion grafica
que permite observar el comportamiento que tiene la solucion de la ecuacion diferencial” y “la
solucion general es un conjunto de funciones que satisface una ecuacion diferencial”. Estos fueron
permitidos ya que el estudiante E1 al resolver las tareas se le preguntd qué es un campo direccional
e indico que el campo direccional permite observar el comportamiento que tiene la solucién de la
ecuacion diferencial (ver extracto de E1). De esta misma forma se le preguntd sobre qué es una
solucion general y respondio que es un conjunto de funciones que satisface una ecuacion diferencial
(ver extracto de E1). En estos dos casos el estudiante les da sentido a ambos conceptos

reconociendo aspectos que hacen a estos conceptos diferentes de otros.

I: ¢Qué es un campo direccional?
E1: Vimos en clase que era una guia u orientacion para poder observar o darnos cuenta del
comportamiento que tiene la solucidn de la ecuacién diferencial.

I: ¢La solucién general es una funcion unica?
. . . ~ 1 -, . .
E1: Es un conjunto de funciones que satisface esta (sefiala y’' = ;) ecuacion diferencial.

También se identificd este tipo conexién matematica en el estudiante E2. Por ejemplo, para el

estudiante la solucion general es una expresion donde cualquier valor que se evalue en la constante

(12

¢” va satisfacer la ecuacion diferencial (ver extracto de E2).

I: ¢Qué es una solucién general?
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E2: (Sefala la solucion y = §+ 2 ) cualquier constante que se le ponga va a satisfacer la

ecuacion diferencial, se le puede poner 5, 3, 20, 200 cualquiera sigue satisfaciendo la

ecuacion diferencial.

La conexion matematica de tipo significado se identificé en los cuatro estudiantes que participaron
en la investigacion. En general los estudiantes atribuyeron un sentido a los conceptos ecuacion
diferencial, campo direccion y solucion general de una ecuacion diferencial permitiendo reconocer

las definiciones que han construido los estudiantes para estos conceptos.
4.1.5 Conexiones matematicas del tipo parte-todo

Como se indico en la Tabla 1, se identificd la conexion matematica del tipo parte-todo, esto fue
posible teniendo en cuenta que los estudiantes E1 y E3 establecieron relaciones logicas entre
conceptos matematicos ya sea de generalizacion o inclusion. Por ejemplo, en el subtema “la
constante C de una solucion general de una ecuacion diferencial puede tomar un valor cualquiera
de los reales” el estudiante E3 reconoci6 que la solucioén general es una familia de funciones que
genera funciones particulares de acuerdo con el valor que toma la constante C, un valor cualquiera

de los reales, (ver extracto de E3).

I: ¢Qué es una solucién general?
E3: Es una familia de funciones porque a C le podemos dar un valor cualquiera de los reales
por ejemplo le podemos dar el valor de uno y se genera una funcién, le damos otro valor y

es otra funcioén.

La conexion matematica de parte-todo también se identifico como parte del subtema “una ecuacion
diferencial exacta es de la forma M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0)”, dado que el estudiante E3 al
referirse a la ecuacion diferencial (x? + y?)dx + 2xydy = 0 logra escribir la forma general de

una ecuacion diferencial exacta (ver extracto de E3 y Figura 11).

I: ¢Como pensaste el inciso a) de la Tarea 1?

E3: Esta ecuacion diferencial es exacta.

I: ¢Por qué?

E3: Este... bueno méas que nada no me aprendi la definicidn, pero la identifico por esta
primera parte (sefiala M (x, y)dx)....

I: Si quieres escribe aqui abajo para que tengas espacio.

43



E3: Una ecuacion diferencia exacta es de la forma (sefiala M (x, y)dx + N(x,y)dy = 0).

Ee cﬁ.—(j T

| .
t"l(x»))éx r N ey = @

Figura 11. Forma general de la ecuacion diferencial exacta hecha por E3.

En este mismo sentido, el subtema “las ecuaciones diferenciales de variables separables tienen la

forma f(y)dy = f(x)dx”, se identificd una conexion de tipo parte-todo cuando el estudiante E1

. e ., . . d
indico que en la ecuacion diferencial é

= %(2 —y) se tiene que despejar las expresiones que

dependen de x e y (una en cada miembro de la ecuacidn) y cada expresion debe estar multiplicada

por el diferencial correspondiente a las variables indicadas, logrando describir la forma general de

una ecuacion diferencial separable en la forma f (y)dy = g(x)dx (ver extracto de E1y Figura 12).
I: ¢ Me puedes explicar?

E1: Me explicaron en clase que aqui (sefiala % = i(z — y)) se tiene que despejar y, de un

lado iban a quedar una expresion que fuera una funcion de variables y y que va ser
multiplicada por el diferencial dy y aqui (miembro derecho de la ecuacion) una expresion

que iba ser multiplicada por el diferencial dx aqui la expresion depende de x

Figura 12. Forma general de una ecuacion diferencial separable hecha por E1.

Por Gltimo, en el subtema “por x =1 pasa una curva de la familia de funciones del tipo
logaritmica”, en este caso el estudiante El al referirse a la representacion de una solucion
correspondiente a x = 1 de acuerdo con la Tarea 2. Reconocio que la solucion de una ecuacion
diferencial es una familia de funciones, pero al representar una solucién que pase por el punto
indicado (ejemplo por (1,1)) solo pasa una curva de la familia de funciones (ver extracto de E3 y
Figura 13).
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I: Aca dice (sefiala tarea 2), traza el campo de direcciones asociado a esta ecuacion y una
solucion correspondiente a x = 1. ;Cudl seria una solucion correspondiente a x = 1?

E3: Es donde deberia pasar una curva de la familia de funciones

I: ¢ Como deberia ser?

E3: Creo que debe ser asi, algo asi (grafica una funcion que pasa por el punto (1,1))

Figura 13. Represéntacic')n de una curva de la familia de'funci'ones por E3.

La conexidn matematica de tipo parte-todo se identifico en los estudiantes E1 y E3. Mientras que
los estudiantes E2 y E4 presentaron dificultad para realizar este tipo de conexién matematica. Por
ejemplo, el estudiante E4 reconoce que es una ecuacién diferencial y logra resolver una ecuacién
diferencial separable. Pero no es capaz de generalizar un tipo de ecuacion diferencial e identificar
elementos incluidos en las ecuaciones diferenciales que le permitan encontrar particularidades de
éstas. Mientras que el estudiante E2, igualmente es capaz de reconocer las ecuaciones diferenciales

de tipo separable pero no logra generalizar este tipo de ecuacion.
4.1.6 Conexion matematica de tipo reversibilidad

La conexién matematica de reversibilidad se identifico en el estudiante E2 teniendo en cuenta que
logra partir de la derivada y'(x) para llegar al valor de y(x) reconociendo que la integral es la

operacion inversa de la derivada. Especificamente el estudiante E2 no hace uso de un método para

., . . 1 - - . "y
resolver la ecuacion diferencial y(x)' = o E2 reconocio que tiene la derivada de una funcion

(y(x)' = i) y para obtener la funcion (y(x)) solo debe integrar dado que la integral es la
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operacion inversa de la derivada (ver extracto de E2 y Figura 14). Esto hace alusion al subtema:

“la derivada y la integral son operaciones inversas”.

I: ¢En la tarea 2 explicame que hiciste?

E2: Queria encontrar primero y, integramos esta cosa (sefiala y'(x)) y prima, integral de y
prima respecto de x va a ser igual (sefiala [ y'(x)dx = fidx)

I: ¢Por queé integras?

E2: Quiero calcular primero qué es y.

I: ¢Por qué para calcular y necesitas integral?

E2: Porque y prima es la derivada respecto a x, es una primitiva.

I: ¢ Entonces?

E2: Para calcular y necesitamos una integracion que es lo contrario de la derivacion, una

antiderivada que es la integracién

Q‘:
Sea YoI=L ,  H)T Ak

C al CULOMO:-; s

} goads g o

\5 - \'/\\X\ x‘C

—

Figura 14. Célculos hechos por E2 para resolver la EDO de la T2.

En general esta conexion matematica se identificé en el estudiante E2. Mientras que los estudiantes
E1, E3 y E4 no pudieron realizar este tipo de conexién. Dentro los elementos que no permitieron a
los estudiantes realizar este tipo de conexion se presenta el uso frecuente de métodos para resolver

las ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, los estudiantes al resolver la ecuacion diferencial
y(x)' =§ , utilizan el procedimiento correspondiente para resolver una ecuacion diferencial
separable y no identifican que estan en presencia del resultado de una derivada y que la ecuacion
se puede resolver de forma intuitiva determinando la primitiva de i . Es importante resaltar que los

estudiantes reconocen que la integral es la operacion inversa de la derivada, pero no lo utilizan para
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resolver este tipo de ecuacion diferencial observandose una desconexion entre el célculo diferencial

y las ecuaciones diferenciales.
4.1.7 Conexion de tipo implicacion

La conexidn matematica de implicacion se identificd considerando que se evidencio la relacion si
se cumple A entonces ocurre B (A implica B). Por ejemplo, el estudiante E1 argumenta que una
ecuacion diferencial es exacta si la derivada parcial de x% + y? con respecto a y es igual a la

derivada parcial de 2xy con respecto a x. (ver extracto de E1 y Figura 15).

IM(x,y) _ ON(xY),,
dx

En el subtema “una ecuacion diferencial es exacta si , se identifico la conexion

de tipo implicacion, considerando que se evidencid la relacién

I: ¢Como procediste?
El:[...] ubiqué que la forma que tenia ((x? + y?)dx + 2xydy = 0) la ecuacion diferencial

tendria la forma de una ecuacion diferencial exacta ya solo ahora es cuestion de comprobarlo

a(x%+y?)  a(2xy)
@) _ o),

bajo esta propiedad o

252 Y. W 20 Yd Dt AR (PN 2=
tr )i an =0 =y 35 (X4y?) = 50 (ox)
' T ‘ N 4 ;

. 1 ) - ! Ry
Figura 15. Condicién que se debe cumplir segin E1 para que la ecuacion diferencial sea exacta.

I: ¢Qué significa eso?

E1: Me explicaron en clase que si la derivada de esto (sefiala, x? + y?2) con respecto a y
tendria que ser igual a la derivada de esto (sefiala, 2xy) con respecto a x

I: ¢Y si se cumple?

E1: Si se cumple, entonces es una ecuacion diferencial exacta

La conexion matematica de implicacion se identificd en el estudiante E1, Mientras que los
estudiantes E2, E3 y E4 no logran realizar este tipo de conexién matematica. Esto es debido al uso
incorrecto de teoremas (“Existencia de solucion unica” y “Criterio para diferencial exacta”). Por

ejemplo, los estudiantes cuando van a determinar si una ecuacion diferencial es exacta utilizan

IM(xy) _ ON(xY)

3y 5+ Como intercambiar las derivadas parciales (“E3”)

incorrectamente la condicion
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0 no reconocen que deben utilizar la condicion (“E2 y E4”). De igual forma cuando analizan si una

solucidn es general no reconocen que f(x,y) Yy %;’) deben ser continua.

4.2 Conexiones matematicas identificadas

En general se identificaron 27 conexiones matematicas de las cuales 7 fueron conexiones de tipo

procedimental, 4 de tipo representaciones diferentes, 6 de tipo significado, 4 de tipo parte-todo, 4

de tipo caracteristica, 1 de tipo de reversibilidad, 1 de tipo implicacion. Las conexiones de tipo

procedimental y significado se identificaron en los cuatro estudiantes. Mientras que la conexion de

tipo implicacion es identificada en el estudiante E1 y la de tipo reversibilidad en el estudiante E2

solamente (ver gréafica 1).
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Gréfica 1. Conexiones matematicas realizadas por los estudiantes.

Las conexiones matematicas de acuerdo con las tareas, se observo que en la T3 solo se identificaron

las conexiones matematicas de tipo procedimental y de representaciones diferentes. Mientras en la

T1 resalta la conexién de implicacion y en la T2 la conexidn de reversibilidad (ver grafica 2).
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Grafica 2. Conexiones matematicas identificadas en las Tareas.

48



Capitulo 5

Discusion y conclusion

El presente trabajo persiguié el objetivo de identificar las conexiones matematicas que realizan los
estudiantes universitarios al resolver tareas que involucran a las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de primer orden. En relacion con este objetivo se plante6 la pregunta de investigacion:
¢Qué conexiones matematicas realizan los estudiantes universitarios al resolver tareas de

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden?

En el capitulo 4 se presentaron los resultados y se establecieron, de manera general, las
conclusiones de la investigacion. El objetivo de este capitulo es sintetizar esos resultados y
reflexionar sobre ellos y también sobre el marco conceptual y la metodologia utilizadas en la
investigacion. En la Gltima seccidn se exponen algunas consideraciones en torno a la continuacién

de la linea de investigacion.

Para determinar una respuesta a la pregunta de investigacion sobre qué conexiones
matematicas realizan los estudiantes universitarios al resolver tareas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de primer orden, se utilizaron principalmente las tipologias de conexiones matematicas
de Garcia (2018) y se tuvieron presente las tipologias de Evitts (2004), Businskas (2008) y Eli et
al. (2011) para la identificacion de nuevas conexiones de los estudiantes. Ademas de la acepcion
de conexién matematica de Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018). Estos elementos se conectaron

para conformar la parte del marco conceptual de esta investigacion.

Se optd por la Entrevista Basada en Tareas para recolectar datos, dado que este método nos
dio la posibilidad de recoger datos a partir de las producciones escritas, de los argumentos orales y
gestos de los estudiantes permitiendo indagar cognitivamente en ellos. Mientras que el analisis
tematico nos permitié analizar los datos obtenidos. Asociando las conexiones matematicas
realizadas por los estudiantes al resolver las tareas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden (subtemas) con las tipologias de conexiones matematicas definidas en el marco conceptual

(temas).
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Los resultados revelaron las conexiones matemaéticas de tipo procedimental, significado,
representaciones diferentes, caracteristica, parte-todo, reversibilidad e implicacion, previstos en el

marco conceptual como esperabamos en el marco.

5.1 Las conexiones matematicas en las tareas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de

primer orden

Las conexiones matematicas identificadas (procedimental, caracteristica, significado,
representaciones diferentes, parte todo y reversibilidad) en los participantes son consistentes con
las que han sido reportadas por Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018, 2019, 2020) y Garcia-
Garcia, Rivera-Lopez y Dolores-Flores (2018) quienes exploraron las conexiones matematicas
establecidas por estudiantes de preuniversitario al resolver tareas asociadas a la derivada y la
integral y el uso de la tasa de cambio. Estas mismas en gran medida también han sido utilizadas
por profesores de matematicas como se informo en Evitts (2004), Businskas (2008) y Eli et al.
(2011, 2013).

La conexion matematica de implicacion ha sido utilizada por profesores en servicio como
se informd por Businskas (2008). Sin embargo, con esta investigacién se amplia su uso en
estudiantes universitarios, puesto que emergié a partir de las producciones del estudiante E1,
cuando utiliz6 el teorema: Criterio para una ecuacion diferencial exacta, consistentemente para
determinar si la ecuacion diferencial (x? + y?)dx + 2xy dy = 0 es exacta. Mientras los demas
participantes lo utilizaron incorrectamente, esto es consecuente con Raychaudhuri (2007) que
plantea que los estudiantes suelen hacer uso incorrecto de los teoremas por lo cual no lograron

realizar la conexion de implicacion.

Por otra parte, los resultados mostraron que las conexiones matematicas de tipo
procedimental y significado fueron realizadas por los cuatro participantes. La procedimental se
debe a que predomina en el estudiante el uso de férmulas y reglas para resolver las ecuaciones
diferenciales en especifico en el registro algebraico. Por ejemplo, cuando determinaron la solucion
de una ecuacion diferencial separable reconocieron que se debe separar las expresiones de x y y e
integral. Se considera que este resultado es consistente con Camacho, Guerrero y Mejia (2010)
quienes plantearon que los estudiantes de forma general dominan procedimientos algebraicos para
resolver una EDO. Mientras la conexién matematica de tipo significado se debié al sentido propio

que les dieron los estudiantes a diferentes conceptos (ecuacion diferencial, solucion general, campo
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direccional). Se cree que esto es producto de la explicacion y el uso que se le dio a estos conceptos
durante el curso de ecuaciones diferenciales | (Gdmez, 2005; Pecharroman, 2013)

Las conexiones matematicas de tipo representaciones diferentes identificadas son
consistentes con los resultados de Mhlolo et al. (2012). Nuestros resultados mostraron que solo los
estudiantes E1 y E3 realizan esta conexion. Por ejemplo, en T2 estos estudiantes representaron el
campo direccional asociado a la ecuacion diferencial dada, haciendo uso de la interpretacion
geométrica de la derivada. Mientras los estudiantes E2 y E4 no son capaces de relacionar este
concepto para lograr la representacion del campo de direcciones. Ademas, en las demas tareas se
identificaron dificultades en el uso de esta conexion. Por ejemplo, en T3 (contexto de solucién de
problema), solo el estudiante E1 logré establecerla (transit6 entre el enunciado escrito de T3y la
representacion algebraica a través de ecuaciones). Se considera que este resultado es consistente
con Rowland & Jovanoski (2004) y Arslan (2010) quienes platearon que los estudiantes al resolver
tareas de ecuaciones diferenciales presentan dificultades interpretativas al resolver problemas y
para relacionar diferentes conceptos.

Mientras, la conexion matematica de tipo caracteristica emergié cuando los estudiantes
identificaron el simbolo de la derivada como una componente de la ecuacion diferencial y que las
ecuaciones diferenciales separables durante su resolucion las variables x y y se separan. Esto
ultimo es consistente con lo reportado por Garcia-Garcia y Dolores Flores (2020) quienes indicaron
que esta conexidn puede aparecer una vez que los estudiantes hacen una conexién matematica de
tipo procedimental. Ademas, la conexién matematica caracteristica permitié a los estudiantes
realizar la conexion de tipo parte-todo. Por ejemplo, el estudiante E1 logro generalizar la ecuacion
de variable separable partiendo de que las expresiones de variables x y y deben estar separadas.
Este resultado es consistente con Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2020) quienes plantean que este
tipo de conexion matematica juega un papel importante en el logro de la generalizacion y

abstraccion de diferentes conceptos matematicos.

La conexion matematica de tipo reversibilidad solo se identific en el estudiante E2 debido
., .y . . 1 . . -
a que resolvio la ecuacion diferencial y'(x) = - utilizando reglas de la derivada, asi como el

significado de la integracion como operacion inversa de la derivada. Mientras los estudiantes E1,
E3 y E4 utilizaron métodos de resolucion de EDO y no fueron capaces de relacionar la ecuacion

diferencial con el concepto de derivada e integral. Esto es consistente con lo reportado por Perdomo
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(2011), quien expuso que los estudiantes muestran dificultades para establecer relaciones entre el
concepto de las EDO y el de derivada de una funcion que les permita analizar y resolver tareas que

contienen ideas bésicas de las EDO.

En general, las tareas T1, T2 y T3 permitieron identificar las conexiones matematicas. La
tarea T3 presentd el menor numero de conexiones matematica, producto a las dificultades
presentadas por los participantes al resolver esta tarea. Se cree que ésto es debido a que los
estudiantes no logran interpretar y presentan generalmente un aprendizaje procedimental que no
les permite resolver este tipo de tarea (Rowland & Jovanoski, 2004; Arslan, 2010). La tarea T1
permitio identificar la conexion de implicacion y la tarea T2 la conexion de reversibilidad, aunque
se reconoce que estas conexiones se le dificultan a los estudiantes. Se considera que es debido al
uso incorrecto que le dan los estudiantes a los teoremas que involucran una condicion de
implicacion y las dificultades que presentan los estudiantes para relacionar el concepto de derivada

y el concepto de Ecuacion Diferencial Ordinaria (Raychaudhuri, 2007; Perdomo, 2011).

Finalmente, los resultados plasmados nos revelan que las conexiones matematicas son un
proceso complejo y no siempre es llevado a cabo por los estudiantes e influye los conocimientos
previos y nuevos de los estudiantes (Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2018). Ademas, entender las
conexiones matematicas, la relacion que guardan entre si y asi como el origen nos puede permitir
llevarlas a la préctica en el proceso de ensefianza-aprendizaje permitiendo atender las dificultades

de los estudiantes y favorecer el desarrollo de la comprensién matematica.

5.1.1 Implicaciones para la ensefianza-aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias de primer orden

Teniendo presente los resultados de esta investigacion y de acuerdo con Garcia (2018) y Eli at al.
(2013), se plantea la necesidad de desarrollar secuencias para la ensefianza de las matematicas
enfocadas en las conexiones matematicas, en particular las ecuaciones diferenciales ordinarias. En
estas secuencias el papel de la articulacién de diferentes conceptos y de diferentes registros de
representacion permitird comprender los procesos y métodos matematicos por parte de los

estudiantes.

Una propuesta para la ensefianza de las ecuaciones diferenciales podria plantear como tema
inicial la relacion entre la derivada y las ecuaciones diferenciales como punto de inicio para su

ensefianza (Perdomo, 2011). Las conexiones matematicas de significado y representaciones

52



diferentes pueden favorecer este proceso. Por ejemplo, auxiliar la articulacion de los distintos
significados de la derivada que permitan a los estudiantes resolver ecuaciones diferenciales
sencillas y beneficiar el proceso de establecer una relacion entre conocimientos previos del célculo
diferencial (concepto de derivada y la recta tangente a una curva) con los campos de direcciones e
interpretacion de las soluciones de una EDO (Guerrero, Camacho y Mejia, 2010). Ademas,
reconocemos que las representaciones diferentes juegan un papel importante para comprender los

procesos matematicos relacionados con las EDO.

Por otro lado, la conexion parte-todo puede beneficiar el proceso de generalizacién e
inclusion en las ecuaciones diferenciales permitiendo al estudiante desarrollar la abstraccion
matematica (Garcia, 2018). La conexion caracteristica puede favorecer el proceso de identificacion
y clasificacion de los diferentes tipos de ecuaciones diferenciales. Mientras la conexion
procedimental puede favorecer el uso correcto de métodos, férmulas y procedimientos que
permitan la resolucion de éstas y la conexion de implicacion puede favorecer el uso de teoremas
que conlleven a demostrar condiciones necesarias y suficientes aplicadas en las ecuaciones

diferenciales por ejemplo el teorema: Criterio para una diferencial exacta.

En general las conexiones matematicas deberian jugar un papel importante en el proceso
de ensefanza-aprendizaje de las matemaéticas, teniendo en cuenta que permitirian reforzar la
ensefianza de algoritmos permitiendo un aprendizaje que perdure en el tiempo y desarrollar la
comprension matematica. Sin embargo, segun Garcia (2018) es importante la practica del profesor
en el aula, quien debe promover el uso de las conexiones matematicas entre conceptos previos o
nuevos a las ecuaciones diferenciales ordinarias y asi como entre estas con las de otras disciplinas

y contextos reales.
5.2 Futuras investigaciones

Dados los resultados de esta investigacion consideramos que las proximas investigaciones pueden
explorar las conexiones matematicas que realizan los alumnos al resolver tareas, en particular las
de modelacion que permita relacionar las ecuaciones diferenciales con otras diciplinas y con

contextos reales. Esto ayudara a identificar conexiones extramatematicas e intramatematicas.

Por otra parte, consideramos también que las futuras investigaciones pueden estudiar la

relacién entre el conocimiento matematico de los estudiantes y las conexiones matematicas que
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estos realizan dentro de otros dominios y contextos. Esto nos puede ayudar a explicar como los

estudiantes hacen conexiones matematicas.

También creemos que para futuras investigaciones serd importante identificar conexiones
matematicas manifestadas en el plan de estudio y las que los docentes realizan en el aula referidas
alas EDO. Asimismo, es importante profundizar en el estudio de la compresion matematica a partir

de las conexiones matematicas que realizan los estudiantes.
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ANexos

Anexo 1. Instrumento inicial

1.

Contesta de forma razonada, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
Argumenta tu respuesta.

xz -7
a) Lafunciony = el € 4% g5 solucion de la EDO Z—z = 4e"2y
b) La familia de funciones y = §+ 2 es la solucion general de la EDO

dy _ (2-y)
dx x
Representa graficamente algunas soluciones de las siguientes ecuaciones.
d
Q) ZX=0
gx
b) = = cosx
dx
I L o . d
Dibuja el campo de direccion para la ecuacion diferencial ﬁ =1y, con base en esto,
dy
. L. —=1
resuelva el siguiente problema de valor inicial { dx
y(=2) =14
Resuelve la ecuacidn diferencial y'(x) = x + y. Dibuja el campo de direcciones asociado

a esta ecuacion y una solucion correspondiente a y(0) = 1.

Se sabe que la poblacion de una ciudad crece a medida que pasa el tiempo, verificando la
., . . . dP . . ~ ~
ecuacion diferencial i K,K > 0. Si la poblacion se ha doblado en 3 afios, y en 5 afios

ha alcanzado la cifra de 40000 habitantes. ;Cuéntas personas vivian en la ciudad al
comienzo de ese periodo de cinco afios?

Cuando se retira una torta de un horno su temperatura se mide a 300° F. Tres minutos

después su temperatura es de 200°F. ; Cuanto tardara la torta en enfriarse a una temperatura
ambiente de 70° F?
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Anexo 2. Instrumento final

1. Justifique de forma razonada, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Lafuncion xy? + ? = 1 es una solucion particular de la ecuacion diferencial
(x? + y¥)dx + 2xydy = 0
b) La familia de funciones y = §+ 2 es una solucion general de la ecuacion diferencial

dy _ (2-y)
dx X

-, . . 1 . . . . .
2. Resuelve la ecuacion diferencial y'(x) = - Dibuja el campo de direcciones asociado a
esta ecuacion y una solucion correspondiente a x = 1

3. Se sabe que la poblacion de una ciudad crece a medida que pasa el tiempo, verificando la
ecuacion diferencial Z—i = K,K > 0. Si la poblacion se ha doblado en 3 afios, y en 5 afios

ha alcanzado la cifra de 40000 habitantes. ;Cuéntas personas vivian en la ciudad al
comienzo de ese periodo de cinco afios?
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